Дидактическая разработка по решению геометрических задач для учащихся
(подготовка к ОГЭ).
Учитель МБОУ «Ленинская СОШ» Ротина Марина Павловна

Работа с чертежом: дополнительное построение
[bookmark: _GoBack]         Геометрия — это не только набор теорем и формул, но и искусство видеть скрытые связи между элементами фигуры. Одним из самых действенных инструментов такого «видения» становятся дополнительные построения — приём, который позволяет преобразовать сложную, на первый взгляд неразрешимую задачу в последовательность понятных шагов.
Дополнительные построения (ДП) занимают важное место среди различных методов решения геометрических задач. Они органично вплетены в фундамент геометрии: встречаются в доказательстве теоремы о площади треугольника, теореме Пифагора, теореме о пересечении высот треугольника и многих других ключевых утверждениях. На практике ДП помогают выявить неочевидные зависимости — равенство отрезков или углов, подобие фигур, параллельность или перпендикулярность прямых, — которые становятся ключом к решению.
При подготовке к ОГЭ по математике особенно заметно, насколько велика роль этого метода. Большинство задач по планиметрии не решается с помощью строгих алгоритмов: почти каждая геометрическая задача требует индивидуального подхода. Существует целый класс задач, к которым традиционные методы (метод цепочек равных треугольников, метод геометрических преобразований, векторный метод и др.) либо вовсе не применимы, либо приводят к громоздким и трудоёмким вычислениям. Именно в таких случаях удачные дополнительные построения позволяют существенно упростить рассуждение, сделать его наглядным и логичным.
Цель данной дидактической разработки — сформировать у учащихся навык осознанного применения дополнительных построений при работе с чертежом. Мы последовательно разберём типовые приёмы (проведение параллельных и перпендикулярных прямых, достраивание фигур до более удобных конфигураций, построение вспомогательных окружностей и т. д.), научимся распознавать ситуации, в которых тот или иной приём наиболее эффективен, и отработаем эти навыки на задачах разного уровня сложности. Особое внимание будет уделено культуре работы с чертежом: умению выделять ключевые элементы, отмечать равные углы и стороны, фиксировать промежуточные выводы и избегать типичных ошибок.
Освоение метода дополнительных построений — это не просто пополнение арсенала приёмов, а развитие геометрической интуиции и пространственного мышления. Эти навыки пригодятся не только на экзамене, но и в дальнейшем изучении математики, а также в любой деятельности, требующей аналитического подхода и умения находить нестандартные решения. Во многих случаях решать такого рода задачи помогает введение в чертёж дополнительных линий – так называемых дополнительных построений (ДП). В одних случаях эти построения напрашиваются сами собой, в других они не так очевидны и требуют от решающего большого опыта, изобретательности, математической интуиции.
          Ярким примером применения метода дополнительных построений (ДП) является доказательство теоремы о сумме углов треугольника (7 класс); проведение прямой, параллельной одной из сторон треугольника, делает доказательство теоремы очень доступным для всех учащихся.
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                                                                                        Доказательство: ДП: m ǁ AC .
  ˂ 1 = ˂ 4,  ˂ 3 = ˂ 5  (внутренние накрест лежащие углы при параллельных прямых)
˂ 1 + ˂ 2 + ˂ 3 =  ˂ 4 + ˂ 2 + ˂ 5 = 180 º.
Темы геометрии, при изучении которых часто используются дополнительные построения:
1. Задачи на построение с помощью циркуля и линейки (при доказательстве, что построение фигуры выполнено верно).
2. Геометрическое место точек.
3. Вывод формул площадей параллелограмма, треугольника, трапеции.
Вместе с теоретическим материалом стоит обращать внимание на базовые задачи, в которых дополнительные построения приводят к более простому решению.

Рассмотрим некоторые ДП, основанные на формуле:   «любит» . («Любит» - условие выполняется всегда)

	№ п/п
	   «любит» 
	Чертёж
	Теоретическая составляющая

	1.
	Медиана треугольника AM  «любит» параллелограмм ABCD, в котором точка M пересечения диагоналей является основанием медианы.
	[image: C:\Users\1\Desktop\Презентация Microsoft PowerPoint.jpg]
	

AD = 2 AM

	2.
	Высота прямоугольного треугольника «любит» подобие
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∆ABH   ̴ ∆ACB


  ̴,


 ̴.

	3.
	Прямоугольный треугольник «любит» равнобедренный треугольник, для которого медиана, биссектриса и высота является одним из катетов данного треугольника.
	[image: C:\Users\1\Desktop\Презентация Microsoft PowerPoint.jpg]
	1)   AB = AD;
2)   AC - медиана, 
биссектриса, высота.

	4.
	Отрезок, соединяющий вершину треугольника A с точкой противолежащей стороны D, «любит» прямую DF, проходящую через основание отрезка параллельно стороне треугольника AD.
	[image: C:\Users\1\Desktop\Презентация Microsoft PowerPoint.jpg]
	Ситуация Фалеса: 

и секущие 


, что определяет на сторонах пропорциональные отрезки .

	5.
	Если задана медиана AD и отрезок BN, соединяющий вершину треугольника с точкой противолежащей стороны, то «любит» через основание медианы D проводим прямую DK, параллельную данному отрезку BN.
	[image: C:\Users\1\Desktop\Презентация Microsoft PowerPoint.jpg]
	1) 

 ̴

;
2) 

- средняя линия ;

.

	6.
	Если в треугольнике заданы два отрезка, проведённые из разных вершин, то  «любят», чтобы провели  через основание одного отрезка прямая, параллельная другому отрезку; 
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а)  ̴,


 ̴.

	7.
	Прямоугольный треугольник «любит» описанную окружность, центром которой является середина гипотенузы. 
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	8.
	Выпуклый четырёхугольник, суммы противоположных сторон которого равны, «любит» вписанную окружность.
	[image: ]
	

,

,



-радиус вписанной окружности

	9.
	Выпуклый четырёхугольник, суммы противоположных углов которого равны, «любит» описанную окружность.
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	10.
	Прямоугольная трапеция «любит» перпендикуляр, опущенный из вершины тупого угла.
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- прямоугольник,

- прямоугольный

	11.
	Равнобокая трапеция «любит» перпендикуляры, опущенный из вершин тупых углов.
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	12.
	Любая трапеция «любит» прямую, параллельную 
а) боковой стороне;
б) одной из диагоналей трапеции.
	а)[image: C:\Users\1\Desktop\Презентация Microsoft PowerPoint.jpg]
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	13.
	Любая трапеция «любит» пересечение продолжений боковых сторон.
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   ̴


Приложение 1. 
Задания для базовых задач.
[image: C:\Users\Светлана\Desktop\001.bmp]№ 1.  Две стороны треугольника равны 10 и 16, а медиана, проведенная к третьей стороне равна 5. Найти площадь треугольника.
Дано:  ∆ ABC, AB= 10, AC = 16, AM - медиана, AM = 5                                                                                                                                                                                                                                                                                   Найти:  .
   Решение:

1) 



ДП:  на продолжении  за точку отложим отрезок , равный .
2) 

  В параллелограмме известны стороны 
3) 

В . Проведём высоту и медиану .  
По теореме Пифагора  AH =  =6.   
4) 


Следовательно,     Ответ: .

[image: Прямоугольный треугольник с высотой]№ 2. В прямоугольном треугольнике с прямым углом С катет ВС =15, а его проекция на гипотенузу – 12. Найдите гипотенузу АВ.



Дано: проекция на гипотенузу  равна 12.

 Найти:  .
Решение:  

1)  ДП: .
2) 



 - проекция  на гипотенузу ,  
3) 

  ̴ (по двум углам), тогда AB =.
4) Ответ: 18,75         
[image: C:\Users\Светлана\Desktop\3.bmp]№ 3. Две стороны треугольника равны 10 см и 15 см, угол между ними равен 600. Найти длину биссектрисы, проведённой из данного угла.

                                                    Дано:  ,
 AM - биссектриса

                                                              Найти: 
                                                              Решение: 
1)  ДП:  MN ǁ AB.
2)  ˂ BAM = ˂ MAN = ˂ AMN= 30º, следовательно ∆ ANM – равнобедренный (AN=NM) 
3)  Пусть AN=x, тогда NC=15- x.   
∆ABC   ̴ ∆ NMC, NC: АС = MN: АB, (15 – x) :15 = x: 10 , 10(15 –x) = 15x, x = 6 
В ∆AMN     AN = NM = 6 см, ˂ ANM =  180º -2× 30º = 120 º    

По теореме косинусов 



   Ответ: см.



[image: ]                                                  №4. В треугольнике АВС высота АМ равна  медиане BN. Найти ˂ NBC.


                                                            Дано: ∆ ABC, - высота, - медиана, AM = BN 

                                                   Найти:  .
                                                            Решение:
1) ДП:. NK ǁ AM
2)  AN = NC,  NK ǁ AM ,  тогда по теореме Фалеса  МK = KC .
3) NK - средняя линия  ∆AMC, NK = .
4) 

 ∆BNK - прямоугольный,  NK =  BN. Угол, лежащий напротив катета, равного половине гипотенузы, составляет , поэтому .       Ответ:  

[image: ]
№5.  В остроугольном треугольнике АВС  проведены высоты АА1 и ВВ1.
 
  Дано: ∆ АВС, АА1 и ВВ1 -высоты
  Доказать: углы АА1В1 и АВВ1 равны.
  Доказательство: 

Диагонали четырёхугольника  пересекаются, значит, он является выпуклым. Так как  , то около четырёхугольника   можно описать окружность с диаметром . Следовательно,  ˂  , как вписанные углы, опирающиеся на одну дугу 

[image: ]
№ 6.  В равнобокой трапеции  основания равны 10 см и            24см, боковая сторона – 25 см. Найдите площадь трапеции.

Дано:      ABCD -трапеция, AB= CD= 25 cм, ВС=10 см, AD=24 см

Найти:   .
 Решение:
1) ДП:   ǁ CD ,   = CD = 25 см. 
2) В   АВВ1           
     p =  
 =   = 168
  ,  h =  = 24 (см) 
3) 

 Высота треугольника равна высоте трапеции .
4)     (
   Ответ:   (
                                                               
[image: ]
 № 7. Доказать, что если диагонали трапеции равны, то она равнобокая.
                                                               
                                                            Дано:   ABCD- трапеция, BD = AC . 
                                                                      Доказать:  AB = CD
                                                                      Доказательство: 
1)  ДП:  BD ǁ CM , DC = DM 
2) ˂ BDA = ˂ CMA ,  как соответственные углы при параллельных прямых. 
3) BD = AC ,BD = CM  тогда АС=CM, ∆ACM – равнобедренный,  ˂ CAM = ˂ CMA 
4) ∆ ABD = ∆ DCA (по стороне и двум прилежащим углам), тогда  AB = CD , 
ABCD - равнобокая трапеция.                                 Что и требовалось доказать.
  
Приложение  №2.      Задания для самостоятельного решения.
№ 1.  Две стороны треугольника равны 27 и 29, а медиана, проведенная к третьей стороне равна 26. Найти длину третей стороны.
№ 2.  Две стороны треугольника равны 27 и 29, а медиана, проведенная к третьей стороне равна 26. Найти высоту треугольника, проведённую к стороне 27.
№ 3.  Две стороны треугольника равны 27 и 29, а медиана, проведенная к третьей стороне равна 26. Найти площадь треугольника.
№ 4.  Медиана АМ треугольника АВС равна mи образует со сторонами АВ и АС углы α и β соответственно. Найдите эти стороны.
№ 5. Доказать, что медиана прямоугольного треугольника, проведённая к гипотенузе,  равна её половине.  
 № 6.  Найти высоту равнобедренной трапеции, если её диагонали взаимно перпендикулярны,  а площадь трапеции равна S.

 № 7. Основания трапеции равны 19 см и 31 см, а диагонали – 39 см и 41 см. Найдите высоту трапеции.
№ 8. Докажите, что середины оснований, точка О пересечения диагоналей и точка F пересечения боковых сторон трапеции лежат на одной прямой.
 № 9.  В треугольнике ABC с тупым углом ACB проведены высоты AA1 и BB1.  Докажите, что треугольники A1CB1 и ACB подобны.

Задачи, решаемые с помощью дополнительных построений, традиционно считаются задачами повышенного уровня сложности. Для их решения требуются изобретательность и геометрическая интуиция. Стандартные приемы таких построений рассматриваются чаще всего на конкретных примерах и запоминаются, а нестандартные – приобретаются с опытом.
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