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Настоящий сборник представляет собой систематизированное изложение 

ключевых разделов дисциплины «Математическое моделирование», 

предназначенное для студентов технических, экономических и естественно-

научных направлений подготовки. В материалах рассмотрены фундаментальные 

принципы построения математических моделей, их классификация, а также 

методы анализа и оптимизации. 

Каждая лекция сопровождается контрольными вопросами для проверки усвоения 

материала. Теоретические положения проиллюстрированы практическими 

примерами и задачами, что позволяет развить навыки применения 
математического аппарата к решению прикладных проблем. 

Сборник может быть использован как для аудиторной работы, так и для 

самостоятельного изучения курса. Материалы ориентированы на формирование у 

обучающихся компетенций в области построения, анализа и применения 
математических моделей в профессиональной деятельности. 

 
 

Автор: Гальцкова Ю.М., преподаватель первой категории 
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Лекция 1: Понятие решения в математическом моделировании 

Сущность математической модели и место в ней решения 

Прежде чем говорить о решении, необходимо четко зафиксировать, что такое 

математическая модель. Математическая модель – это упрощенное, 

идеализированное описание реального объекта, процесса или явления, 

выраженное на языке математики. Она состоит из трех ключевых компонентов: 

1. Переменные модели – величины, которые описывают состояние системы. 

Они делятся на входные (управляемые, экзогенные) параметры, внутренние 

(фазовые) переменные и выходные (наблюдаемые, эндогенные) параметры. 

2. Совокупность математических соотношений – уравнения, неравенства, 

логические условия, которые связывают переменные модели между собой. 

Эти соотношения отражают физические законы, эмпирические 

зависимости, балансовые соотношения и т.д. Это ядро модели, ее "закон". 

3. Решение модели – это и есть тот набор значений переменных, который 

удовлетворяет всем заданным математическим соотношениям при 

определенных входных параметрах и начально-краевых условиях. 

Таким образом, решение – это не внешний по отношению к модели объект, а ее 

неотъемлемая часть, результат "запуска" математического аппарата. Модель без 

решения – это лишь набор формул; решение наполняет эти формулы жизнью и 

смыслом. 

Классификация решений: от абстрактного математического объекта к 

содержательному ответу 

Понятие "решение" не является монолитным. Мы можем классифицировать его 

по нескольким основаниям, что позволяет глубже понять, с чем мы имеем дело в 

конкретной задаче. 

1. По типу математической задачи: 

• Решение уравнения или системы уравнений. Это наиболее частый случай. 

Решением называется такой набор значений переменных, при подстановке 

которого в уравнение (систему) оно обращается в тождество. Например, для 
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модели, описываемой уравнением F(x, u) = 0, где x – параметры, u – 

неизвестная функция, решением является функция u(x), удовлетворяющая 

этому уравнению. 

• Решение оптимизационной задачи. Здесь модель формулируется как задача 

нахождения экстремума (минимума или максимума) некоторой целевой 

функции f(x) при наличии ограничений g(x) ≤ 0. Решением в этом случае 

является точка x* (или набор точек) в пространстве переменных, в которой 

достигается экстремум целевой функции и выполняются все ограничения. 

Это решение часто называют оптимальным решением или оптимумом. 

• Решение задачи идентификации. В этом случае модель имеет неизвестные 

параметры, которые необходимо подобрать так, чтобы выход модели 

максимально близко соответствовал экспериментальным данным. 

Решением здесь является набор найденных параметров, минимизирующий 

функцию невязки. 

• Решение игровой задачи. В моделях теории игр решением может являться 

равновесие (например, равновесие Нэша) – такая ситуация, в которой ни 

одному из игроков не выгодно в одиночку отклоняться от выбранной 

стратегии. 

2. По характеру получаемого результата: 

• Аналитическое решение. Это решение, записанное в виде точной формулы, 

выражающей искомые переменные через параметры модели. Например, 

решение линейного дифференциального уравнения x'(t) = ax(t) имеет 

аналитический вид x(t) = C * e^(at). Аналитические решения обладают 

высокой ценностью, так как позволяют проследить явную зависимость 

результата от исходных данных, но они существуют лишь для узкого класса 

сравнительно простых моделей. 

• Численное решение. Подавляющее большинство практических моделей не 

имеют аналитического решения. В этом случае мы находим решение 
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приближенно, с помощью вычислительных алгоритмов. Численное решение 

представляет собой не формулу, а набор чисел (значений переменных в 

дискретных точках). Например, решение дифференциального уравнения в 

частных производных, описывающего распределение температуры в 

стержне, представляет собой таблицу значений температуры в различных 

точках стержня в различные моменты времени. Важно понимать, что 

численное решение всегда сопряжено с погрешностями: ошибкой 

дискретизации, вычислительной ошибкой и т.д. 

3. По онтологическому статусу в модели: 

• Конкретное решение. Это единственный набор значений переменных, 

удовлетворяющий модели при фиксированных начальных условиях и 

параметрах. Например, одна конкретная траектория полета снаряда при 

заданных угле и скорости. 

• Общее решение. Это семейство решений, зависящее от одного или 

нескольких произвольных постоянных (для дифференциальных уравнений) 

или параметров. Оно описывает все возможные состояния системы. Частное 

решение получается из общего путем определения этих постоянных из 

начальных или граничных условий. 

• Стационарное решение (состояние равновесия). Это такое решение, при 

котором система не меняется во времени. Нахождение стационарных точек 

– часто первый шаг в анализе динамической модели. 

Здесь мы подходим к ключевому моменту. В математическом 

моделировании математическое решение – это еще не окончательный результат 

работы. Математическое решение – это абстрактный объект, который необходимо 

преобразовать в ответ на исходный содержательный вопрос. 

Процесс можно представить следующей цепочкой: 

Реальная проблема -> Содержательная постановка задачи -> Математическая 

модель -> Математическое решение -> Содержательная интерпретация -> 

Практические рекомендации (Ответ). 



7 
 

Например, рассмотрим модель эпидемии (модель SIR). Мы получили численное 

решение – графики изменения числа восприимчивых (S), инфицированных (I) и 

переболевших (R) людей во времени. Это математическое решение. 

Ответом же на содержательный вопрос будут выводы, сделанные на основе 

анализа этих графиков: 

• "Пик эпидемии наступит через 60 дней, при этом будет инфицировано 

около 20% населения". 

• "Для сглаживания пика заболеваемости необходимо ввести карантинные 

меры при достижении порога в 1000 случаев в день". 

• "Коллективный иммунитет будет достигнут, когда переболеет не менее 70% 

населения". 

Таким образом, ответ – это содержательно осмысленный и часто количественно 

оцененный вывод, полученный в результате анализа математического решения в 

контексте исходной проблемы. 

Корректность решения и адекватность модели 

Понятие решения неразрывно связано с понятием корректности задачи по 

Адамару. Задача называется корректной, если: 

1. Решение существует. 

2. Решение единственно. 

3. Решение устойчиво (непрерывно зависит от исходных данных). 

Если модель приводит к некорректной задаче (например, малые изменения в 

начальных данных приводят к катастрофически большим изменениям в решении), 

то практическая ценность такого решения крайне сомнительна. В таких случаях 

требуются специальные методы (регуляризация) для получения осмысленных 

результатов. 

Однако, даже абсолютно корректное с математической точки зрения решение 

может быть бесполезным, если сама модель неадекватна реальности. Модель 

упрощает мир, и если эти упрощения слишком грубы или игнорируют важные 
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факторы, то ее решение, сколь бы точным оно ни было, не будет давать верных 

прогнозов. Поэтому верификация (проверка правильности вычислений) и 

валидация (проверка соответствия модели реальному объекту) являются 

обязательными этапами работы с решением. 

процедурам перехода от математической формы к содержательным выводам. 

Множество решений и оптимальное решение 

В процессе математического моделирования часто возникает ситуация, когда 

модель допускает не единственное решение, а целое множество решений. Это 

характерно для многих классов задач: 

• Для системы линейных алгебраических уравнений с вырожденной матрицей 

множество решений образует линейное многообразие 

• В задачах оптимизации без строгой выпуклости может существовать 

множество точек, удовлетворяющих критерию оптимальности 

• В дифференциальных уравнениях общее решение представляет собой 

семейство функций, зависящих от произвольных постоянных 

Структура множества решений может быть различной: дискретной (конечное или 

счетное число решений), непрерывной (интервал, область в функциональном 

пространстве) или комбинированной. 

Показатель эффективности решения 

Для сравнения различных решений и выбора наилучшего вводится показатель 

эффективности (критерий качества). Этот показатель представляет собой 

функционал, отображающий множество возможных решений в множество 

действительных чисел: 

J: X → ℝ 

где X - множество допустимых решений. 

В задачах оптимизации этот показатель выступает в роли целевой функции. Его 

конкретный вид определяется содержательной постановкой задачи: 

• В технических системах - коэффициент полезного действия, надежность 

• В экономических моделях - прибыль, производительность 
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• В управлении - время переходного процесса, энергозатраты 

Оптимальное решение 

Оптимальное решение x* ∈ X - это такое допустимое решение, которое 

доставляет экстремум (минимум или максимум) показателю эффективности на 

множестве допустимых решений: 

x* = arg min/max J(x) при x ∈ X 

Следует различать: 

• Глобально оптимальное решение - наилучшее на всем множестве 

допустимых решений 

• Локально оптимальное решение - наилучшее в некоторой окрестности 

Существование и единственность оптимального решения зависят от свойств 

показателя эффективности и множества допустимых решений. Выпуклость 

функционала J и множества X гарантирует, что любой локальный оптимум будет 

глобальным. 

Взаимосвязь понятий 

Рассматриваемые понятия образуют иерархическую структуру: множество 

допустимых решений → показатель эффективности → оптимальное решение. Эта 

триада составляет основу большинства оптимизационных моделей в 

математическом моделировании. 

Важно отметить, что выбор показателя эффективности является критически 

важным этапом построения модели, поскольку он определяет, что именно 

понимается под "наилучшим" решением. Неадекватный выбор критерия может 

привести к формально правильному, но практически бесполезному решению. 

Контрольные вопросы 

1. Каков онтологический статус решения в структуре математической модели? 

2. В чем заключается принципиальное различие между аналитической и 

численной формами решения? 

3. Какие критерии определяют корректность решения по Адамару? 
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4. Как соотносятся понятия "решение модели" и "ответ на содержательную 

задачу"? 

5. Каковы основные типы решений в зависимости от класса математической 

задачи? 

6. Что подразумевается под верификацией и валидацией решения? 

7. Какие факторы влияют на устойчивость численного решения? 

8. Как определяется адекватность решения исходной постановке задачи? 

9. В чем состоит различие между общим и частным решением? 

10.Каковы основные источники погрешности при получении численного 

решения? 

 

Лекция 2: Математические модели и задачи 

Математические модели, принципы их построения, виды моделей 

Понятие математической модели является фундаментальным в современной 

науке и прикладных исследованиях. Математическая модель представляет собой 

формализованное описание объекта, процесса или явления с использованием 

математического языка. Она создается для изучения свойств реального объекта 

путем анализа его математического аналога. Основная цель построения 

математической модели заключается в получении новых знаний об оригинале, 

прогнозировании его поведения и оптимизации характеристик. 

Процесс построения математической модели подчинен определенным принципам, 

которые обеспечивают ее адекватность и практическую ценность. Принцип 

целенаправленности требует четкого определения цели моделирования, 

поскольку именно цель определяет необходимую точность и детализацию 

модели. Принцип информационной достаточности предполагает, что для создания 

модели должны быть использованы все доступные знания об объекте. Принцип 

осуществимости учитывает ограничения на ресурсы, включая вычислительные 

мощности и время. Принцип множественности моделей признает возможность 

создания различных моделей одного объекта для решения разных задач. Принцип 
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адекватности требует соответствия модели реальному объекту с точностью, 

необходимой для достижения поставленной цели. 

Классификация математических моделей может быть проведена по различным 

основаниям. По характеру отображаемых свойств модели делятся на 

содержательные и формальные. Содержательные модели непосредственно 

отражают качественные и количественные характеристики объекта, в то время 

как формальные модели представляют собой абстрактные математические 

конструкции. По способу представления информации различают аналитические и 

численные модели. Аналитические модели описываются закрытыми  

выражениями, допускающими точное решение, тогда как численные модели 

требуют применения вычислительных алгоритмов для получения приближенных 

решений. 

По учету временного фактора модели классифицируются на статические и 

динамические. Статические модели описывают объект в фиксированный момент 

времени, динамические – отражают изменение состояния объекта во времени. По 

характеру связей между параметрами выделяются линейные и нелинейные 

модели. Линейные модели подчиняются принципу суперпозиции, нелинейные – 

учитывают более сложные зависимости между переменными. 

По степени детерминированности различают детерминированные и 

стохастические модели. Детерминированные модели не учитывают случайные 

факторы, стохастические – обязательно включают вероятностные элементы. По 

способу описания процессов модели делятся на непрерывные и дискретные. 

Непрерывные модели используют аппарат дифференциальных уравнений, 

дискретные – оперируют с конечными разностями и рекуррентными 

соотношениями. 

Особого внимания заслуживают имитационные модели, которые позволяют 

воспроизводить поведение сложных систем в искусственно созданных условиях. 

Имитационное моделирование особенно ценится при исследовании систем, для 

которых аналитическое описание затруднительно или невозможно. 
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Каждая модель должна удовлетворять критериям проверяемости и 

верифицируемости. Проверяемость означает возможность сравнения 

спрогнозированной модели с экспериментальными данными. Верифицируемость 

предполагает возможность установления соответствия между моделью и 

оригиналом с заданной точностью. 

Процесс построения математической модели включает несколько этапов: 

формулировка цели моделирования, выделение существенных свойств объекта, 

выбор математического аппарата, параметризация модели, проверка адекватности 

и уточнение модели. На каждом этапе необходимо балансировать между 

сложностью модели и ее практической полезностью. 

Задачи: классификация, методы решения, граничные условия 

В математическом моделировании понятие задачи занимает фундаментальное 

положение, поскольку именно через постановку и решение задач осуществляется 

процесс моделирования реальных систем и явлений. Математическая задача 

представляет собой формализованное описание проблемы, содержащее исходные 

данные, математические соотношения и требования к искомому решению. 

Структура задачи всегда включает три основных компонента: начальную 

информацию о системе, математическую модель в виде уравнений или 

неравенств, и целевое условие, определяющее вид решения. 

Классификация математических задач осуществляется по нескольким важным 

признакам. По типу используемых математических соотношений выделяют 

алгебраические задачи, описываемые системами уравнений и неравенств; 

дифференциальные задачи, включающие обыкновенные дифференциальные 

уравнения или уравнения в частных производных; интегральные задачи, 

содержащие неизвестную функцию под знаком интеграла; и вариационные 

задачи, связанные с поиском экстремумов функционалов. Каждый тип задач 

требует специфических подходов к решению и имеет свои особенности 

формулировки. 

По характеру постановки различают прямые и обратные задачи. Прямые задачи 

предполагают определение состояния системы по известным параметрам модели 
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и начальным условиям. Обратные задачи заключаются в восстановлении 

параметров модели или начальных условий по наблюдаемым данным о состоянии 

системы. Обратные задачи часто являются некорректно поставленными и требуют 

применения методов регуляризации. 

Методы решения математических задач разнообразны и зависят от типа задачи. 

Для алгебраических уравнений применяются точные методы, такие как метод 

Гаусса для систем линейных уравнений, и итерационные методы, включая метод 

простой итерации и метод Ньютона для нелинейных уравнений. 

Дифференциальные уравнения решаются с использованием аналитических 

методов, например, метода разделения переменных, и численных методов, среди 

которых методы Эйлера, Рунге-Кутты и методы конечных разностей. 

Интегральные уравнения решаются методом последовательных приближений или 

сведением к системе алгебраических уравнений. Вариационные задачи требуют 

применения методов вариационного исчисления, в частности, уравнения Эйлера-

Лагранжа. 

Особое значение в постановке математических задач имеют граничные и 

начальные условия. Граничные условия определяют поведение решения на 

границе области и подразделяются на три основных типа. Условия Дирихле 

задают значения искомой функции на границе расчетной области. Условия 

Неймана определяют значения производной функции по нормали к границе. 

Смешанные условия Робина представляют линейную комбинацию функции и ее 

производной на границе. Для временных переменных используются начальные 

условия Коши, которые задают состояние системы в начальный момент времени. 

Важным аспектом теории математических задач является понятие корректности 

постановки. Задача считается корректно поставленной, если выполнены три 

условия: решение существует, решение единственно, решение непрерывно 

зависит от исходных данных. Задачи, не удовлетворяющие этим условиям, 

называются некорректно поставленными и требуют применения специальных 

методов, таких как регуляризация по Тихонову, для получения устойчивых 

решений. 
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Вычислительные аспекты решения задач включают анализ сходимости численных 

методов, оценку погрешностей и исследование устойчивости алгоритмов. 

Погрешности решения подразделяются на методические погрешности, связанные 

с приближенным характером метода, и вычислительные погрешности, 

обусловленные округлением чисел в процессе вычислений. Устойчивость 

численного метода характеризует его способность подавлять вычислительные 

погрешности в процессе решения. 

Современные подходы к решению сложных математических задач часто 

предполагают использование комбинированных методов, когда различные 

численные схемы применяются для разных частей задачи. Например, при 

решении задач математической физики может использоваться метод конечных 

элементов для дискретизации по пространственным переменным и метод Рунге-

Кутты для интегрирования по времени. Выбор конкретного метода решения 

зависит от особенностей задачи, требуемой точности и доступных 

вычислительных ресурсов. 

Контрольные вопросы: 

1. Какие принципы лежат в основе построения математических моделей? 

2. В чем состоит различие между аналитическими и численными моделями? 

3. Как классифицируются модели по учету временного фактора? 

4. Что отличает детерминированные модели от стохастических? 

5. Каковы основные этапы процесса построения математической модели? 

6. Каковы основные компоненты математической задачи? 

7. В чем состоит различие между прямыми и обратными задачами? 

8. Какие типы граничных условий используются в математических задачах? 

9. Что характеризует корректно поставленную задачу? 

10. Какие виды погрешностей возникают при численном решении задач? 
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Лекция 3: Основная задача линейного программирования 

Линейное программирование представляет собой математическую дисциплину, 

посвященную решению задач оптимизации, в которых целевая функция и 

ограничения являются линейными. Основная задача линейного 

программирования формулируется как задача нахождения максимума или 

минимума линейной функции многих переменных при условии выполнения 

системы линейных ограничений. Эти ограничения могут быть представлены в 

виде уравнений или неравенств. 

Общая математическая формулировка задачи линейного программирования имеет 

следующий вид. Требуется найти значения переменных x₁, x₂, ..., xₙ, которые 

обращают в максимум или минимум целевую функцию Z = c₁x₁ + c₂x₂ + ... + cₙxₙ. 

При этом должны выполняться ограничения двух типов: условия 

неотрицательности переменных xⱼ ≥ 0, где j = 1, 2, ..., n, и система линейных 

ограничений. Ограничения могут быть представлены как равенствами aᵢ₁x₁ + aᵢ₂x₂ 

+ ... + aᵢₙxₙ = bᵢ, так и неравенствами aᵢ₁x₁ + aᵢ₂x₂ + ... + aᵢₙxₙ ≤ bᵢ или aᵢ₁x₁ + aᵢ₂x₂ + ... 

+ aᵢₙxₙ ≥ bᵢ, где i = 1, 2, ..., m. 

Коэффициенты cⱼ в целевой функции называются стоимостными коэффициентами 

или коэффициентами целевой функции. Коэффициенты aᵢⱼ образуют матрицу 

коэффициентов ограничений. Величины bᵢ представляют собой правые части 

ограничений и обычно интерпретируются как объемы ресурсов. Совокупность 

значений переменных, удовлетворяющих всем ограничениям задачи, называется 

допустимым решением. Множество всех допустимых решений образует 

допустимое множество, которое представляет собой выпуклый многогранник в n-

мерном пространстве. 

Оптимальным решением задачи линейного программирования называется такое 

допустимое решение, которое доставляет целевой функции экстремальное 

значение. Согласно теории линейного программирования, если оптимальное 

решение существует, то оно достигается в至少 одной из вершин многогранника 

допустимых решений. Эта фундаментальная теорема лежит в основе симплекс-

метода – основного алгоритма решения задач линейного программирования. 
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Задачи линейного программирования могут находиться в различных состояниях 

относительно существования решения. Задача может иметь единственное 

оптимальное решение, бесконечное множество оптимальных решений или не 

иметь решения вовсе. Последний случай может быть обусловлен 

несовместностью системы ограничений или неограниченностью целевой функции 

на допустимом множестве. 

Каноническая форма задачи линейного программирования предполагает запись 

задачи на максимум целевой функции при ограничениях в виде равенств с 

неотрицательными переменными. Стандартная форма задачи линейного 

программирования характеризуется ограничениями в виде неравенств одного 

типа. Любую задачу линейного программирования можно преобразовать к 

канонической или стандартной форме с помощью дополнительных переменных и 

элементарных преобразований. 

Двойственная задача линейного программирования строится на основе исходной 

задачи и имеет важное теоретическое и практическое значение. Если исходная 

задача формулируется на максимум, то двойственная к ней – на минимум, и 

наоборот. Согласно теореме двойственности, если одна из двойственных задач 

имеет оптимальное решение, то другая также имеет оптимальное решение, 

причем значения целевых функций совпадают. 

Симплекс метод. 

Симплекс-метод представляет собой алгоритм решения задач оптимизации, 

разработанный американским математиком Джорджем Данцигом в 1947 году. 

Этот метод является универсальным способом решения задач линейного 

программирования и основан на последовательном улучшении допустимого 

решения. Алгоритм перемещается по вершинам многогранника допустимых 

решений в направлении увеличения или уменьшения целевой функции до 

достижения оптимальной точки. 

Математической основой симплекс-метода служит фундаментальная теорема 

линейного программирования, утверждающая, что если оптимальное решение 

существует, то оно обязательно достигается в одной из вершин многогранника 



17 
 

допустимых решений. Процесс решения начинается с построения начального 

допустимого базисного решения. Базисным решением называется такое 

допустимое решение, в котором часть переменных, называемых базисными, 

принимают ненулевые значения, а остальные переменные, называемые 

небазисными, равны нулю. 

Для реализации симплекс-метода задача линейного программирования должна 

быть приведена к канонической форме. Каноническая форма предполагает запись 

задачи на максимизацию целевой функции при ограничениях в виде равенств с 

неотрицательными переменными. Преобразование осуществляется путем 

введения дополнительных переменных для неравенств типа "меньше или равно" и 

искусственных переменных для ограничений типа "больше или равно" или 

равенств при отсутствии начального базиса. 

Основные вычислительные процедуры симплекс-метода оформляются в виде 

симплекс-таблиц. Каждая симплекс-таблица содержит коэффициенты целевой 

функции, матрицу коэффициентов ограничений, значения базисных переменных 

и оценочные коэффициенты. Критерий оптимальности проверяется через анализ 

оценочных коэффициентов Δⱼ. Для задачи на максимизацию решение является 

оптимальным, если все Δⱼ ≤ 0. При наличии положительных Δⱼ выбирается 

направляющий столбец, соответствующий наибольшему положительному 

оценочному коэффициенту. 

Определение направляющей строки осуществляется по минимальному 

симплексному отношению. Симплексное отношение вычисляется как отношение 

значения базисной переменной к положительному коэффициенту в 

направляющем столбце. Строка с минимальным положительным симплексным 

отношением становится направляющей. Элемент, находящийся на пересечении 

направляющего столбца и направляющей строки, называется разрешающим 

элементом. 

Процесс итерации заключается в преобразовании симплекс-таблицы методом 

Жордана-Гаусса. Это преобразование обеспечивает переход к новой вершине 

многогранника решений. Пересчет таблицы выполняется по строго определенным 
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правилам: направляющая строка делится на разрешающий элемент, а остальные 

элементы преобразуются таким образом, чтобы в направляющем столбце все 

коэффициенты, кроме разрешающего элемента, стали нулевыми. 

Особого рассмотрения требует случай вырожденности, когда одна или несколько 

базисных переменных принимают нулевые значения. Вырожденность может 

привести к зацикливанию алгоритма, однако на практике это явление встречается 

редко. Для предотвращения зацикливания разработаны специальные правила, 

такие как правило Бленда. 

Модифицированный симплекс-метод представляет собой вычислительно 

эффективную версию алгоритма, особенно для задач с большим количеством 

переменных. В этой версии на каждой итерации хранится и пересчитывается 

только обратная матрица базисных столбцов, что значительно сокращает объем 

вычислений и требуемую память. 

Анализ чувствительности в симплекс-методе позволяет исследовать влияние 

изменения коэффициентов целевой функции и правых частей ограничений на 

оптимальное решение. Этот анализ выполняется на основе конечной симплекс-

таблицы и имеет важное прикладное значение для оценки устойчивости решения. 

Транспортная задача. Методы нахождения начального решения 

транспортной задачи. Метод потенциалов 

Транспортная задача представляет собой специальный класс задач линейного 

программирования, который имеет важное практическое значение в области 

логистики и управления цепями поставок. Математическая формулировка 

транспортной задачи включает m поставщиков с запасами a₁, a₂, ..., aₘ и n 

потребителей с потребностями b₁, b₂, ..., bₙ. Известна матрица стоимостей 

перевозок cᵢⱼ от i-го поставщика к j-му потребителю. Требуется найти такой план 

перевозок xᵢⱼ, который минимизирует общие транспортные расходы при условии 

полного удовлетворения спроса и выполнения ограничений на запасы.  

Математическая модель транспортной задачи формулируется следующим 

образом. Целевая функция представляет собой суммарные транспортные расходы: 

Z = ∑∑cᵢⱼxᵢⱼ → min. Ограничения по запасам имеют вид ∑xᵢⱼ = aᵢ для всех i = 1, ..., 
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m. Ограничения по потребностям записываются как ∑xᵢⱼ = bⱼ для всех j = 1, ..., n. 

Условия неотрицательности переменных: xᵢⱼ ≥ 0. Задача называется закрытой, 

если суммарные запасы равны суммарным потребностям: ∑aᵢ = ∑bⱼ. В противном 

случае задача является открытой и требует введения фиктивного поставщика или 

потребителя. 

Для нахождения начального опорного решения транспортной задачи разработано 

несколько эффективных методов. Метод северо-западного угла основан на 

последовательном заполнении клеток таблицы перевозок, начиная с левой 

верхней клетки. На каждом шаге выбирается максимально возможное значение 

перевозки, исходя из остатков запасов и неудовлетворенных потребностей. Этот 

метод прост в реализации, но обычно дает решение, далекое от оптимального. 

Метод минимального элемента обеспечивает лучшее начальное решение за счет 

учета стоимостей перевозок. Алгоритм начинается с клетки, имеющей 

наименьшую стоимость в матрице. Для этой клетки определяется максимально 

возможный объем перевозки с учетом остатков запасов и неудовлетворенных 

потребностей. Процесс повторяется для клеток с возрастающими стоимостями до 

полного распределения грузов. 

Метод Фогеля использует более сложную эвристику, учитывающую разности 

между двумя наименьшими стоимостями в каждой строке и столбце. На каждом 

шаге вычисляются штрафы для всех строк и столбцов как разность между двумя 

минимальными стоимостями в соответствующей строке или столбце. Выбирается 

строка или столбец с максимальным штрафом, а в нем - клетка с минимальной 

стоимостью. Этот метод обычно дает начальное решение, близкое к 

оптимальному. 

Метод потенциалов представляет собой алгоритм решения транспортной задачи, 

позволяющий улучшить начальное опорное решение и найти оптимальный план 

перевозок. Метод основан на теории двойственности в линейном 

программировании. Вводятся потенциалы поставщиков uᵢ и потенциалы 

потребителей vⱼ, связанные условием uᵢ + vⱼ = cᵢⱼ для базисных клеток. 
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Алгоритм метода потенциалов включает несколько последовательных этапов. На 

первом этапе строится начальное опорное решение одним из методов. На втором 

этапе вычисляются потенциалы из системы уравнений uᵢ + vⱼ = cᵢⱼ для базисных 

клеток. Обычно принимается u₁ = 0. На третьем этапе для свободных клеток 

вычисляются оценки Δᵢⱼ = cᵢⱼ - (uᵢ + vⱼ). Если все Δᵢⱼ ≥ 0, то решение оптимально. В 

противном случае выбирается клетка с отрицательной оценкой для ввода в базис. 

Построение цикла пересчета является ключевой операцией метода потенциалов. 

Цикл представляет собой замкнутую ломаную линию в таблице перевозок, 

вершины которой находятся в клетках таблицы, причем одна вершина - в 

выбранной свободной клетке, а остальные - в базисных клетках. В цикле 

чередуются помеченные знаком "+" и "-" клетки. Перераспределение груза вдоль 

цикла позволяет улучшить значение целевой функции. 

Вырожденность в транспортной задаче возникает когда число базисных клеток 

меньше m + n - 1. Для борьбы с вырожденностью вводятся нулевые базисные 

перевозки в соответствующие клетки. Это обеспечивает правильность работы 

алгоритма и выполнение условия невырожденности. 

Метод потенциалов гарантирует нахождение оптимального решения за конечное 

число итераций. Эффективность метода значительно повышается при 

использовании хорошего начального решения, полученного методом Фогеля или 

методом минимального элемента. 

 

Контрольные вопросы: 

1. Каков общий вид целевой функции в задаче линейного программирования? 

2. Какие типы ограничений могут присутствовать в задаче линейного 

программирования? 

3. Что представляет собой допустимое множество в задаче линейного 

программирования? 

4. В чем состоит фундаментальное свойство оптимального решения задачи 

линейного программирования? 
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5. Каковы возможные состояния задачи линейного программирования 

относительно существования решения? 

6. Как определяется критерий оптимальности в симплекс-методе для задачи на 

максимизацию? 

7. Каким образом выбирается направляющая строка в симплекс-методе? 

8. В чем состоит преимущество модифицированного симплекс-метода? 

9. Каковы условия закрытой транспортной задачи? 

10.Какой из методов построения начального решения обычно дает наиболее 

близкое к оптимальному решение? 

11.Как вычисляются оценки для свободных клеток в методе потенциалов? 

12.Что представляет собой цикл пересчета в транспортной задаче? 

13.Как определяется оптимальность решения в методе потенциалов? 

 

Лекция 4: Задачи нелинейного программирования 

Задачи нелинейного программирования составляют важный класс 

математических моделей оптимизации, в которых целевая функция или 

ограничения являются нелинейными. Общая задача нелинейного 

программирования формулируется как нахождение экстремума функции 

многих переменных при наличии ограничений в виде равенств и неравенств. 

Математическая запись такой задачи имеет вид: минимизировать (или 

максимизировать) функцию f(x) при условиях gᵢ(x) ≤ 0, i = 1, ..., m и hⱼ(x) = 0, j 

= 1, ..., p, где x ∈ Rⁿ. Функция f(x) называется целевой функцией, gᵢ(x) - 

функции ограничений-неравенств, hⱼ(x) - функции ограничений-равенств. 

Особенностью нелинейного программирования является разнообразие типов 

экстремумов. В отличие от линейных задач, где любой локальный экстремум 

является глобальным, в нелинейном случае могут существовать 

множественные локальные экстремумы. Это существенно осложняет процесс 

решения, поскольку найденный экстремум может не быть глобальным. 

Классификация задач нелинейного программирования проводится по 
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свойствам целевой функции и ограничений. Выпуклое программирование 

рассматривает задачи с выпуклой целевой функцией и выпуклой областью 

допустимых решений. Для таких задач любой локальный минимум является 

глобальным. 

Важным понятием в нелинейном программировании являются условия 

оптимальности. Необходимые условия оптимальности для гладких функций 

формулируются в виде условий Каруша-Куна-Таккера. Эти условия обобщают 

условия Лагранжа для задач с ограничениями-равенствами на случай 

ограничений-неравенств. Согласно этим условиям, в точке локального 

минимума существует такой набор множителей Лагранжа, что градиент 

целевой функции представим в виде линейной комбинации градиентов 

активных ограничений. Активными называются ограничения, которые в точке 

оптимума выполняются как равенства. 

Достаточные условия оптимальности связаны с понятием выпуклости. Если 

целевая функция выпукла, ограничения-неравенства заданы выпуклыми 

функциями, а ограничения-равенства - аффинными функциями, то любая 

точка, удовлетворяющая условиям Каруша-Куна-Таккера, является точкой 

глобального минимума. Для дважды дифференцируемых функций проверка 

выпуклости осуществляется через положительную определенность матрицы 

Гессе. 

Методы решения задач нелинейного программирования делятся на несколько 

классов. Градиентные методы используют информацию о первых производных 

целевой функции. К ним относятся метод наискорейшего спуска, метод 

сопряженных градиентов. Методы второго порядка, такие как метод Ньютона, 

используют информацию о вторых производных. Для задач с ограничениями 

применяются методы штрафных функций, методы барьерных функций, метод 

проекции градиента. 

Особую категорию составляют методы условной оптимизации, которые 

непосредственно учитывают наличие ограничений. Метод множителей 

Лагранжа применяется для задач с ограничениями-равенствами. Метод 
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последовательного квадратичного программирования эффективен для решения 

общих задач с ограничениями-равенствами и неравенствами. Для задач 

выпуклого программирования разработаны специальные внутренние точки 

методы. 

Сложность решения задач нелинейного программирования зависит от многих 

факторов: размерности задачи, свойств целевой функции и ограничений, 

требуемой точности решения. Большинство практических методов являются 

итерационными и требуют задания начального приближения. Скорость 

сходимости методов варьируется от линейной до квадратичной в зависимости 

от используемого алгоритма и свойств задачи. 

Графический метод решения задач нелинейного программирования 

Графический метод представляет собой геометрический подход к решению 

задач нелинейного программирования с двумя переменными. Этот метод 

основан на визуализации целевой функции и ограничений на координатной 

плоскости, что позволяет определить область допустимых решений и найти 

точку оптимума. Хотя применение метода ограничено задачами малой 

размерности, он обладает значительной дидактической ценностью для 

понимания геометрической интерпретации процессов оптимизации. 

Математическая основа графического метода заключается в построении линий 

уровня целевой функции и границ области допустимых решений. Линии 

уровня представляют собой геометрическое место точек, в которых целевая 

функция принимает постоянное значение. Для функции f(x₁, x₂) линии уровня 

описываются уравнением f(x₁, x₂) = C, где C - произвольная постоянная. При 

изменении значения C получается семейство кривых, покрывающих всю 

плоскость. 

Область допустимых решений формируется как пересечение полуплоскостей, 

соответствующих ограничениям-неравенствам, и линий, соответствующих 

ограничениям-равенствам. Каждое ограничение gᵢ(x₁, x₂) ≤ 0 определяет на 

плоскости некоторую область. Результирующая область допустимых решений 

представляет собой пересечение всех таких областей. Важным свойством 
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является то, что для задач выпуклого программирования область допустимых 

решений является выпуклым множеством. 

Процесс решения задачи графическим методом включает несколько 

последовательных этапов. Первоначально на координатную плоскость 

наносятся все ограничения задачи. Определяется область допустимых решений 

как пересечение всех ограничений. Затем строится семейство линий уровня 

целевой функции. Направление возрастания или убывания целевой функции 

определяется через вычисление градиента. Для нахождения оптимального 

решения осуществляется движение линий уровня до крайней точки области 

допустимых решений. 

В случае задач выпуклого программирования оптимальное решение 

достигается в крайней точке области допустимых решений. Если целевая 

функция является линейной, а область допустимых решений выпуклой, то 

решение может быть найдено в вершине многоугольника допустимых 

решений. Для нелинейных целевых функций оптимальная точка может 

находиться как на границе, так и внутри области допустимых решений. 

Особый случай представляет задача с невыпуклой областью допустимых 

решений, где может существовать несколько локальных оптимумов. 

Анализ чувствительности решения может быть выполнен графически путем 

исследования изменения положения точки оптимума при вариации параметров 

задачи. Изменение коэффициентов целевой функции приводит к повороту 

линий уровня. Изменение правых частей ограничений вызывает смещение 

границ области допустимых решений. Визуализация этих изменений позволяет 

оценить устойчивость решения и его зависимость от параметров модели. 

Ограничения графического метода связаны с размерностью решаемых задач. 

Метод применим только для задач с двумя переменными, в отдельных случаях 

- с тремя переменными с использованием трехмерной графики. Еще одним 

ограничением является сложность точного определения координат точки 

оптимума, особенно для нелинейных функций сложной формы. Тем не менее, 
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метод остается ценным инструментом для предварительного анализа и 

проверки результатов, полученных другими методами. 

 

Метод множителей Лагранжа 

Метод множителей Лагранжа представляет собой аналитический подход к 

решению задач условной оптимизации. Он применяется для нахождения 

экстремумов функции при наличии ограничений в виде равенств. Основная 

идея метода заключается в сведении задачи условной оптимизации к задаче 

безусловной оптимизации путем введения специальной функции Лагранжа. 

Этот метод был разработан Жозефом Луи Лагранжем в 1797 году и остается 

фундаментальным инструментом в математическом моделировании. 

Формальная постановка задачи для метода множителей Лагранжа имеет 

следующий вид: требуется найти экстремум функции f(x₁, x₂, ..., xₙ) при 

условиях gₖ(x₁, x₂, ..., xₙ) = 0, где k = 1, 2, ..., m. Функция Лагранжа формируется 

как линейная комбинация целевой функции и ограничений: L(x, λ) = f(x) + 

∑λₖgₖ(x), где λₖ - множители Лагранжа. Введение этих множителей позволяет 

учесть влияние ограничений на положение экстремума. 

Необходимые условия экстремума в методе множителей Лагранжа 

выражаются через частные производные функции Лагранжа. Согласно этим 

условиям, в точке условного экстремума должны выполняться соотношения: 

∂L/∂xᵢ = 0 для i = 1, 2, ..., n и ∂L/∂λₖ = 0 для k = 1, 2, ..., m. Первая группа 

уравнений гарантирует стационарность функции Лагранжа по переменным 

исходной задачи, вторая группа уравнений обеспечивает выполнение 

ограничений. 

Геометрическая интерпретация метода множителей Лагранжа основана на 

концепции параллельности градиентов. В точке условного экстремума 

градиент целевой функции ∇f является линейной комбинацией градиентов 

ограничений: ∇f = ∑λₖ∇gₖ. Это означает, что в точке экстремума поверхности 

уровня целевой функции и ограничений касаются друг друга. Множители 
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Лагранжа в этой интерпретации показывают, насколько сильно влияет каждое 

ограничение на значение целевой функции в точке экстремума. 

Метод множителей Лагранжа находит применение в различных областях 

математического моделирования. В экономике он используется для решения 

задач оптимального распределения ресурсов. В механике метод применяется 

для анализа систем со связями. В статистике с его помощью решаются задачи 

максимального правдоподобия с ограничениями на параметры. Широкое 

применение метода обусловлено его универсальностью и возможностью 

обобщения на различные типы задач. 

Обобщение метода множителей Лагранжа на случай ограничений-неравенств 

приводит к условиям Каруша-Куна-Таккера. Эти условия являются 

необходимыми для оптимальности в задачах нелинейного программирования с 

ограничениями в виде неравенств. Условия Каруша-Куна-Таккера включают 

требования дополнительной нежесткости, которые означают, что либо 

ограничение активно, либо соответствующий множитель Лагранжа равен 

нулю. 

Вычислительные аспекты реализации метода множителей Лагранжа связаны с 

решением системы нелинейных уравнений. Для численного решения могут 

применяться методы Ньютона, градиентные методы или методы 

последовательных приближений. Сложность решения зависит от размерности 

задачи и свойств функций. В случае выпуклых задач метод множителей 

Лагранжа позволяет найти глобальный экстремум. 

Контрольные вопросы: 

1. Каков общий вид задачи нелинейного программирования? 

2. В чем состоят необходимые условия оптимальности в нелинейном 

программировании? 

3. Какие методы решения используются для задач нелинейного 

программирования? 

4. Каковы основные этапы применения графического метода? 

5. Что представляют собой линии уровня целевой функции? 
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6. Какие ограничения имеет графический метод решения задач? 

7. Как формируется функция Лагранжа для задачи условной оптимизации? 

8. Каковы необходимые условия экстремума в методе множителей Лагранжа? 

9. Что означает геометрическая интерпретация метода множителей Лагранжа? 

10.Как метод множителей Лагранжа обобщается на случай ограничений-

неравенств? 

 

Лекция 5: Задачи динамического программирования 

Динамическое программирование представляет собой математический метод 

оптимизации, предназначенный для решения многоэтапных задач управления. 

Основная идея метода была разработана Ричардом Беллманом в 1950-х годах и 

формулируется как принцип оптимальности: оптимальная стратегия обладает тем 

свойством, что каковы бы ни были начальное состояние и начальное управление, 

последующие управления должны составлять оптимальную стратегию 

относительно состояния, получающегося в результате первого управления. 

Шаговое управление представляет собой управляющее воздействие, применяемое 

на конкретном шаге многоэтапного процесса. Обозначается обычно как uₖ, где k - 

номер шага. Каждое шаговое управление переводит систему из текущего 

состояния xₖ в следующее состояние xₖ₊₁ согласно уравнению состояния: xₖ₊₁ = 

fₖ(xₖ, uₖ). Выбор шагового управления осуществляется из множества допустимых 

управлений Uₖ(xₖ), которое может зависеть от текущего состояния системы. 

Управление операцией в целом представляет собой последовательность шаговых 

управлений u = (u₁, u₂, ..., u_N), где N - общее количество шагов операции. Это 

понятие охватывает всю стратегию управления от начального до конечного 

состояния системы. Каждое управление операцией в целом определяет 

траекторию системы в пространстве состояний и соответствующий выигрыш за 

всю операцию. 

Оптимальное управление определяется как такое управление операцией в целом, 

которое доставляет экстремум (максимум или минимум) выигрышу за всю 
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операцию. Нахождение оптимального управления осуществляется с 

использованием функционального уравнения Беллмана, которое выражает 

оптимальный выигрыш на k шагах через оптимальный выигрыш на k-1 шагах. 

Выигрыш на данном шаге представляет собой функцию, оценивающую 

эффективность управления на конкретном шаге операции. Обозначается как 

wₖ(xₖ, uₖ) и зависит от текущего состояния системы и применяемого управления. 

Этот выигрыш может иметь различную физическую природу: экономическую 

(прибыль, затраты), техническую (КПД, надежность) или другую, в зависимости 

от содержания задачи. 

Выигрыш за всю операцию определяется как функция от начального состояния и 

выбранного управления операцией в целом. Для аддитивного критерия он 

вычисляется как сумма шаговых выигрышей: W(x₁, u) = ∑wₖ(xₖ, uₖ). Для 

мультипликативного критерия выигрыш за операцию представляет произведение 

шаговых выигрышей: W(x₁, u) = ∏wₖ(xₖ, uₖ). В общем случае выигрыш за 

операцию может быть произвольной функцией шаговых выигрышей. 

Аддитивный критерий оптимальности характеризуется свойством аддитивности: 

общий выигрыш равен сумме выигрышей на отдельных шагах. Такой критерий 

применяется в задачах, где эффекты от управлений на разных шагах независимы 

и суммируются. Типичными примерами являются задачи минимизации 

суммарных затрат или максимизации суммарной прибыли. 

Мультипликативный критерий оптимальности характеризуется свойством 

мультипликативности: общий выигрыш равен произведению выигрышей на 

отдельных шагах. Этот критерий используется в задачах, где общий эффект 

определяется произведением эффектов на шагах, например, при максимизации 

общей надежности системы, состоящей из последовательно соединенных 

элементов. 

Процесс решения задачи динамического программирования осуществляется с 

конца от начального состояния к конечному или в обратном направлении. 

Обратная схема динамического программирования предполагает 

последовательное вычисление условно-оптимальных управлений и выигрышей 
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для каждого возможного состояния на каждом шаге, начиная с последнего шага и 

заканчивая первым. 

Простейшие задачи, решаемые методом динамического программирования 

Метод динамического программирования находит эффективное применение для 

решения определенного класса многошаговых задач оптимизации. К числу 

простейших задач, допускающих решение этим методом, относятся задача 

распределения ресурсов, задача замены оборудования, задача загрузки и задача 

поиска кратчайшего пути в ациклической сети. Характерной особенностью этих 

задач является возможность разбиения процесса принятия решения на 

последовательность этапов. 

Задача распределения ресурсов формулируется следующим образом: имеется 

некоторый ограниченный ресурс в объеме A, который необходимо распределить 

между n потребителями. Каждый i-й потребитель при выделении ему ресурса в 

объеме x приносит доход fᵢ(x). Требуется найти такое распределение ресурса (x₁, 

x₂, ..., xₙ), которое максимизирует суммарный доход при условии, что x₁ + x₂ + ... + 

xₙ ≤ A, xᵢ ≥ 0. Процесс решения методом динамического программирования 

начинается с последнего потребителя и последовательно распространяется на всю 

систему. 

Задача замены оборудования рассматривает процесс эксплуатации оборудования 

в течение n лет. Известны: r(t) - доход от использования оборудования возраста t 

лет, u(t) - затраты на обслуживание оборудования возраста t лет, s(t) - стоимость 

продажи оборудования возраста t лет, p - стоимость нового оборудования. 

Требуется определить оптимальную стратегию замены оборудования на 

плановый период, максимизирующую суммарный доход. Состоянием системы в 

этой задаче является возраст оборудования, управлением - решение о замене или 

сохранении оборудования. 

Задача загрузки (задача о рюкзаке) имеет следующую постановку: имеется n 

предметов, каждый из которых характеризуется весом aᵢ и ценностью cᵢ. 

Требуется определить набор предметов, который можно поместить в рюкзак 

грузоподъемности B, чтобы суммарная ценность этого набора была 
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максимальной. Математически задача записывается как максимизация ∑cᵢxᵢ при 

условии ∑aᵢxᵢ ≤ B, где xᵢ принимает значение 0 или 1. Динамическое 

программирование позволяет эффективно решать эту задачу путем 

последовательного рассмотрения предметов. 

Задача поиска кратчайшего пути в ациклической сети формулируется так: задана 

сеть, состоящая из узлов и дуг, где каждой дуге приписана некоторая длина (или 

стоимость). Требуется найти путь из начального узла в конечный, имеющий 

минимальную суммарную длину. Особенностью ациклической сети является 

возможность упорядочения узлов таким образом, что все дуги идут от узлов с 

меньшими номерами к узлам с большими номерами. Это свойство позволяет 

применять рекуррентные соотношения динамического программирования. 

Общим для всех перечисленных задач является наличие целевой функции 

аддитивного типа. Это означает, что общий показатель эффективности операции 

представляет собой сумму показателей эффективности на отдельных шагах. В 

задаче распределения ресурсов - это суммарный доход, в задаче замены 

оборудования - суммарная прибыль, в задаче загрузки - суммарная ценность, в 

задаче поиска пути - суммарная длина. 

Процесс решения каждой из этих задач методом динамического 

программирования включает определение состояний системы, управлений и 

рекуррентных соотношений. Состояние системы описывает ситуацию, в которой 

находится процесс принятия решения на данном шаге. Управление представляет 

собой выбор, осуществляемый на текущем шаге. Рекуррентные соотношения 

выражают оптимальный выигрыш на k шагах через оптимальный выигрыш на k-1 

шагах. 

Вычислительная сложность решения простейших задач динамического 

программирования зависит от размерности пространства состояний и количества 

шагов. Для задачи распределения ресурсов с одним типом ресурса сложность 

составляет O(n·A²), где n - число потребителей, A - объем ресурса. Для задачи 

загрузки сложность равна O(n·B), где B - грузоподъемность рюкзака. Для задачи 

поиска пути в ациклическом графе сложность линейно зависит от числа дуг. 
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Контрольные вопросы: 

1. В чем состоит принцип оптимальности Беллмана? 

2. Каково различие между шаговым управлением и управлением операцией в 

целом? 

3. Как вычисляется выигрыш за всю операцию при аддитивном критерии? 

4. В каких задачах применяется мультипликативный критерий 

оптимальности? 

5. Что представляет собой функциональное уравнение Беллмана? 

6. Какие общие черты характерны для простейших задач динамического 

программирования? 

7. Как определяется состояние системы в задаче распределения ресурсов? 

8. Что представляет собой управление в задаче замены оборудования? 

9. Почему задача о кратчайшем пути эффективно решается методом 

динамического программирования в ациклических сетях? 

10.Как вычислительная сложность решения задачи загрузки зависит от 

параметров задачи? 

 

Лекция 6: Задачи на графах 

Графы как математические структуры находят широкое применение в 

математическом моделировании для представления сетевых структур, 

транспортных систем, коммуникационных сетей и других сложных систем. 

Эффективное хранение графов в памяти вычислительных устройств требует 

специальных методов, учитывающих особенности структуры графа и решаемых 

задач. Основными способами представления графов являются матрица 

смежности, матрица инцидентности и списки смежности. 

Матрица смежности представляет собой квадратную матрицу A размером n×n, где 

n - количество вершин графа. Элемент aᵢⱼ этой матрицы равен 1 (или весу ребра), 

если существует ребро из вершины i в вершину j, и 0 в противном случае. Для 

неориентированных графов матрица смежности является симметричной. Этот 
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способ хранения эффективен для плотных графов, где количество ребер близко к 

максимально возможному. 

Матрица инцидентности является матрицей B размером n×m, где n - число 

вершин, m - число ребер. Элемент bᵢⱼ равен 1, если вершина i инцидентна ребру j, 

и 0 в противном случае. Для ориентированных графов используются значения -1 и 

1 для обозначения начала и конца дуги. Этот метод представления особенно 

удобен для хранения мультиграфов и гиперграфов. 

Списки смежности состоят из набора списков для каждой вершины графа. 

Каждый список содержит вершины, смежные с данной вершиной. Для 

взвешенных графов в списках хранятся пары (смежная вершина, вес ребра). Этот 

способ является наиболее экономным по памяти для разреженных графов и 

обеспечивает эффективный доступ к соседним вершинам. 

Задача о нахождении кратчайших путей в графе относится к фундаментальным 

задачам теории графов и имеет многочисленные приложения в логистике, 

маршрутизации и проектировании сетей. В зависимости от постановки различают 

задачу о кратчайшем пути между двумя вершинами, задачу о кратчайших путях 

из одной вершины во все остальные и задачу о попарных кратчайших путях. 

Алгоритм Дейкстры решает задачу нахождения кратчайших путей из одной 

вершины во все остальные для графов с неотрицательными весами ребер. 

Алгоритм основан на последовательном присвоении вершинам меток, 

соответствующих текущему известному расстоянию от начальной вершины. На 

каждом шаге выбирается вершина с наименьшей меткой, которая затем 

фиксируется, и пересчитываются метки для смежных с ней вершин. Сложность 

алгоритма зависит от реализации: при использовании массива - O(n²), с двоичной 

кучей - O((n+m)log n). 

Алгоритм Беллмана-Форда предназначен для нахождения кратчайших путей в 

графах с произвольными весами ребер, но без циклов отрицательного веса, 

достижимых из начальной вершины. Алгоритм выполняет n-1 итерацию, на 

каждой из которых производится релаксация всех ребер графа. После завершения 
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итераций выполняется проверка на наличие циклов отрицательного веса. 

Сложность алгоритма составляет O(n·m). 

Алгоритм Флойда-Уоршелла решает задачу о попарных кратчайших путях между 

всеми вершинами графа. Алгоритм основан на динамическом программировании 

и использует матрицу расстояний D, которая последовательно пересчитывается. 

На k-й итерации рассматриваются пути, проходящие через вершины с номерами 

1,...,k. Сложность алгоритма составляет O(n³), что делает его эффективным только 

для графов с небольшим количеством вершин. 

Для решения задачи о кратчайшем пути в ациклических ориентированных графах 

применяется алгоритм топологической сортировки. Вершины графа 

упорядочиваются таким образом, что все ребра идут от вершин с меньшими 

номерами к вершинам с большими номерами. После этого кратчайшие пути 

вычисляются за один проход по упорядоченным вершинам с сложностью O(n+m). 

Задача о максимальном потоке 

Задача о максимальном потоке представляет собой фундаментальную проблему в 

теории сетевых потоков и математическом моделировании. Она формулируется 

для ориентированного графа G=(V,E), называемого сетью, где V - множество 

вершин, E - множество дуг. Выделяются две специальные вершины: источник s, 

генерирующий поток, и сток t, потребляющий поток. Каждая дуга (u,v) ∈ E имеет 

неотрицательную пропускную способность c(u,v) ≥ 0, определяющую 

максимальное количество потока, которое может проходить по этой дуге. 

Потоком в сети называется функция f: V×V → ℝ, удовлетворяющая трем 

ключевым условиям. Ограничение пропускной способности требует, чтобы поток 

через любую дугу не превышал ее пропускную способность: 0 ≤ f(u,v) ≤ c(u,v) для 

всех (u,v) ∈ E. Условие антисимметричности устанавливает, что f(u,v) = -f(v,u) для 

всех u,v ∈ V. Условие сохранения потока гласит, что для любой вершины v ∈ V 

{s,t} сумма входящих потоков равна сумме исходящих потоков: ∑f(u,v) = 0 для 

всех v ∈ V {s,t}. 

Величина потока |f| определяется как сумма потоков, выходящих из источника: |f| 

= ∑f(s,v) по всем v ∈ V. Задача состоит в нахождении потока максимальной 
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величины, удовлетворяющего всем указанным условиям. Эта задача имеет 

многочисленные приложения в транспортных системах, коммуникационных 

сетях, системах распределения ресурсов и других областях. 

Теорема Форда-Фалкерсона устанавливает фундаментальную связь между 

максимальным потоком и минимальным разрезом. Разрезом (S,T) называется 

разбиение множества вершин V на два подмножества S и T, таких что s ∈ S и t ∈ 

T. Пропускная способность разреза c(S,T) определяется как сумма пропускных 

способностей всех дуг, идущих из S в T: c(S,T) = ∑c(u,v) для u ∈ S, v ∈ T. Теорема 

утверждает, что величина максимального потока из s в t равна минимальной 

пропускной способности разреза, разделяющего s и t. 

Алгоритм Форда-Фалкерсона представляет собой метод решения задачи о 

максимальном потоке в транспортной сети. Этот алгоритм был разработан в 1956 

году и является фундаментальным в теории потоков в сетях. Задача 

формулируется следующим образом: имеется ориентированный граф G=(V,E), где 

V - множество вершин, E - множество дуг. Выделены две специальные вершины: 

источник s и сток t. Каждая дуга (u,v) имеет неотрицательную пропускную 

способность c(u,v). Потоком в сети называется функция f: V×V → ℝ, 

удовлетворяющая трем условиям: ограничению пропускной способности 0 ≤ 

f(u,v) ≤ c(u,v) для всех дуг, условию антисимметричности f(u,v) = -f(v,u) и 

условию сохранения потока для всех вершин, кроме s и t. 

Основная идея алгоритма Форда-Фалкерсона заключается в последовательном 

увеличении потока вдоль увеличивающих путей. Увеличивающим путем 

называется путь из источника в сток в остаточной сети, где остаточная 

пропускная способность дуг положительна. Остаточная сеть Gf для потока f 

определяется как граф с тем же множеством вершин, что и исходная сеть, и 

дугами, имеющими остаточную пропускную способность cf(u,v) = c(u,v) - f(u,v). 

Алгоритм начинает работу с нулевого начального потока и на каждой итерации 

находит произвольный увеличивающий путь в остаточной сети, после чего 

увеличивает поток вдоль этого пути на величину, равную минимальной 

остаточной пропускной способности на пути. 
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Критерием завершения работы алгоритма является отсутствие увеличивающих 

путей из источника в сток в остаточной сети. Согласно теореме Форда-

Фалкерсона, величина максимального потока равна минимальной пропускной 

способности разреза, разделяющего источник и сток. Разрезом (S,T) называется 

разбиение множества вершин на два подмножества S и T, таких что s ∈ S и t ∈ T. 

Пропускная способность разреза определяется как сумма пропускных 

способностей дуг, идущих из S в T. 

Вычислительная сложность алгоритма зависит от способа выбора 

увеличивающего пути. При использовании поиска в ширину для нахождения 

кратчайшего увеличивающего пути на каждой итерации алгоритм называется 

алгоритмом Эдмондса-Карпа. Его сложность составляет O(VE²), где V - 

количество вершин, E - количество дуг. Если выбирать увеличивающие пути с 

максимальной остаточной пропускной способностью, сложность становится 

O(E²logC), где C - максимальная пропускная способность дуги. 

Особенностью алгоритма является то, что он работает только для сетей с 

целочисленными пропускными способностями. В этом случае алгоритм сходится 

за конечное число итераций. Для сетей с иррациональными пропускными 

способностями алгоритм может не сходиться или сходиться к неправильному 

решению. На каждом шаге алгоритма величина потока увеличивается на 

положительную величину, что гарантирует монотонное приближение к 

максимальному потоку. 

Практическая реализация алгоритма требует эффективного представления графа и 

методов поиска путей в остаточной сети. Обычно используются списки 

смежности или матрицы смежности. Для хранения потока применяются 

различные структуры данных, позволяющие быстро обновлять значения потока 

на дугах и вычислять остаточные пропускные способности. 

Модификация Эдмондса-Карпа улучшает алгоритм Форда-Фалкерсона путем 

выбора кратчайшего увеличивающего пути (по количеству дуг) на каждой 

итерации. Эта модификация гарантирует полиномиальную сложность O(VE²), где 

V - количество вершин, E - количество дуг. Другие улучшения включают 
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алгоритм Диница со сложностью O(V²E) и алгоритм поиска потока блокирующего 

типа. 

Задача о максимальном потоке тесно связана с другими задачами оптимизации. 

Двойственная задача к задаче о максимальном потоке является задачей о 

минимальном разрезе. Также существует тесная связь с задачей о паросочетании в 

двудольных графах и различными задачами распределения ресурсов. Эти связи 

позволяют применять алгоритмы нахождения максимального потока для решения 

широкого круга прикладных задач. 

Контрольные вопросы: 

1. В каких случаях целесообразно использовать матрицу смежности для 

хранения графа? 

2. Какова вычислительная сложность алгоритма Дейкстры при использовании 

двоичной кучи? 

3. Какое преимущество имеет алгоритм Беллмана-Форда перед алгоритмом 

Дейкстры? 

4. Какой алгоритм следует использовать для нахождения попарных 

кратчайших путей в графе с отрицательными весами? 

5. Почему задача о кратчайшем пути в ациклическом графе решается 

эффективнее, чем в произвольном графе? 

6. Какие три условия должен удовлетворять поток в сети? 

7. Как определяется пропускная способность разреза? 

8. В чем состоит теорема Форда-Фалкерсона о максимальном потоке и 

минимальном разрезе? 

9. Как определяется остаточная пропускная способность дуги? 

10.Как модификация Эдмондса-Карпа улучшает алгоритм Форда-Фалкерсона? 

 

Лекция 7: Системы массового обслуживания 

Системы массового обслуживания представляют собой математические модели, 

предназначенные для анализа процессов обслуживания требований в условиях 
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случайного характера поступления заявок и времени их обслуживания. Эти 

системы находят применение при моделировании разнообразных реальных 

процессов: от телефонных сетей и компьютерных систем до производственных 

линий и транспортных потоков. Основными элементами любой системы 

массового обслуживания являются входящий поток заявок, обслуживающие 

аппараты и очередь. 

Входящий поток заявок характеризуется распределением времени между 

поступлениями последовательных требований. Наиболее часто в теоретических 

исследованиях используется пуассоновский поток, для которого промежутки 

времени между поступлениями заявок распределены по экспоненциальному 

закону. Обслуживающие аппараты описываются распределением времени 

обслуживания одной заявки. Экспоненциальное распределение времени 

обслуживания широко применяется в аналитических моделях благодаря свойству 

отсутствия последействия. 

Очередь в системе массового обслуживания может иметь различную 

организацию. Наиболее распространенной дисциплиной обслуживания является 

FIFO (First In - First Out), при которой заявки обслуживаются в порядке их 

поступления. Также применяются дисциплины LIFO (Last In - First Out), 

обслуживание с приоритетами и случайный выбор заявок из очереди. Емкость 

накопителя может быть ограниченной или неограниченной. 

Классификация систем массового обслуживания осуществляется с 

использованием нотации Кендалла, которая имеет вид A/B/m/n/K, где A 

характеризует распределение времени между поступлениями заявок, B - 

распределение времени обслуживания, m - количество обслуживающих 

аппаратов, n - максимальная длина очереди, K - размер популяции заявок. 

Наиболее изученным классом являются системы типа M/M/m, где M обозначает 

экспоненциальное распределение (марковский процесс). 

Модель M/M/1 представляет собой одноканальную систему с пуассоновским 

входящим потоком и экспоненциальным временем обслуживания. Для этой 

модели существуют аналитические формулы для основных характеристик: 
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среднего числа заявок в системе, среднего времени пребывания заявки в системе, 

коэффициента загрузки. При условии стационарности процесса, когда 

интенсивность поступления заявок λ меньше интенсивности обслуживания μ, 

система достигает установившегося режима. 

Многоканальные системы M/M/m содержат m идентичных обслуживающих 

аппаратов. Такие системы обладают более высокой пропускной способностью по 

сравнению с одноканальными при той же суммарной интенсивности 

обслуживания. Аналитические выражения для вероятностей состояний и средних 

характеристик включают функции от коэффициента загрузки ρ = λ/(mμ) и 

вероятности того, что все аппараты свободны. 

Системы с ограниченной очередью M/M/m/n учитывают конечную емкость 

накопителя. Когда число заявок в системе достигает n, вновь поступающие заявки 

теряются. Вероятность потери заявки вычисляется по формулам Эрланга. 

Системы с ограниченным источником заявок учитывают конечность популяции, 

порождающей заявки на обслуживание. 

Сети массового обслуживания представляют собой совокупность узлов 

обслуживания, через которые последовательно проходят заявки. Открытые сети 

допускают поступление заявок извне и уход обслуженных заявок из системы. 

Закрытые сети имеют фиксированное число заявок, циркулирующих между 

узлами. Для марковских сетей обслуживания существуют аналитические методы 

расчета стационарных распределений. 

Теория марковских процессов 

Марковские процессы представляют собой класс случайных процессов, 

обладающих свойством отсутствия последействия. Это свойство формулируется 

следующим образом: будущее состояние процесса зависит только от текущего 

состояния и не зависит от предыстории процесса. Формально, для любых 

моментов времени t₁ < t₂ < ... < tₙ < t и состояний i₁, i₂, ..., iₙ, i выполняется условие 

P{X(t) = i | X(t₁) = i₁, X(t₂) = i₂, ..., X(tₙ) = iₙ} = P{X(t) = i | X(tₙ) = iₙ}. Это 

фундаментальное свойство называется марковским свойством и составляет 

основу теории марковских процессов. 
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Марковские процессы классифицируются по характеру множества состояний и 

множества времени. Если множество состояний дискретно, процесс называется 

цепью Маркова. Если время дискретно, процесс называется марковской цепью с 

дискретным временем. Если время непрерывно, процесс называется марковским 

процессом с непрерывным временем. Наиболее изученными являются 

однородные марковские процессы, для которых переходные вероятности зависят 

только от разности моментов времени, а не от самих моментов. 

Для марковских цепей с дискретным временем основной характеристикой 

является матрица переходных вероятностей P = (pᵢⱼ), где pᵢⱼ = P{Xₙ₊₁ = j | Xₙ = i}. 

Элементы этой матрицы удовлетворяют условиям неотрицательности pᵢⱼ ≥ 0 и 

нормировки ∑pᵢⱼ = 1 для всех i. Распределение вероятностей состояний в момент 

времени n определяется начальным распределением и n-й степенью матрицы 

переходных вероятностей. 

Марковские процессы с непрерывным временем характеризуются матрицей 

интенсивностей переходов Q = (qᵢⱼ). Диагональные элементы этой матрицы qᵢᵢ = -

∑qᵢⱼ (j≠i) определяют интенсивность выхода из состояния i, а недиагональные 

элементы qᵢⱼ ≥ 0 (i≠j) определяют интенсивность перехода из состояния i в 

состояние j. Эволюция распределения вероятностей состояний описывается 

системой дифференциальных уравнений Колмогорова. 

Важным понятием в теории марковских процессов является стационарное 

распределение. Для марковской цепи с дискретным временем стационарное 

распределение π = (πᵢ) удовлетворяет системе уравнений π = πP и условию 

нормировки ∑πᵢ = 1. Для марковского процесса с непрерывным временем 

стационарное распределение удовлетворяет системе уравнений πQ = 0. 

Стационарное распределение существует при определенных условиях 

эргодичности и не зависит от начального распределения процесса.  

Классификация состояний марковских цепей включает понятия достижимости, 

сообщаемости, возвратности и периодичности. Состояние j достижимо из 

состояния i, если существует цепочка переходов из i в j с положительной 

вероятностью. Состояния i и j сообщаются, если они достижимы друг из друга. 
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Возвратное состояние характеризуется тем, что процесс, выйдя из этого 

состояния, обязательно вернется в него с вероятностью 1. Период состояния 

определяется как наибольший общий делитель тех моментов времени, когда 

возможен возврат в это состояние. 

Марковские процессы находят широкое применение в математическом 

моделировании. Они используются в теории массового обслуживания для 

описания систем с пуассоновскими потоками заявок и экспоненциальным 

временем обслуживания. В теории надежности марковские процессы 

применяются для моделирования систем с резервированием и восстановлением. В 

экономике и финансах они используются для моделирования случайных 

блужданий и ценовых процессов. 

Схема гибели и размножения 

Схема гибели и размножения представляет собой специальный класс марковских 

процессов с непрерывным временем, который широко применяется в 

математическом моделировании различных систем. Этот процесс характеризуется 

тем, что его состояния можно расположить в последовательность E₀, E₁, E₂, ..., Eₙ, 

причем переходы возможны только между соседними состояниями. Переход из 

состояния Eₖ в состояние Eₖ₊₁ называется рождением, а переход из состояния Eₖ в 

состояние Eₖ₋₁ - гибелью. Интенсивности рождения обозначаются λₖ, а 

интенсивности гибели - μₖ. 

Математическая модель процесса гибели и размножения описывается системой 

дифференциальных уравнений Колмогорова для вероятностей состояний pₖ(t) = 

P{X(t) = k}. Для каждого состояния Eₖ уравнение имеет вид: dpₖ/dt = λₖ₋₁pₖ₋₁ + 

μₖ₊₁pₖ₊₁ - (λₖ + μₖ)pₖ, где λ₋₁ = μ₀ = 0. Эта система уравнений отражает баланс 

вероятностей: скорость изменения вероятности пребывания в состоянии Eₖ равна 

сумме интенсивностей переходов из соседних состояний в Eₖ за вычетом 

интенсивности выхода из Eₖ. 

Стационарный режим процесса гибели и размножения наступает, когда 

вероятности состояний перестают зависеть от времени. Для нахождения 

стационарных вероятностей πₖ = lim pₖ(t) при t→∞ приравниваются нулю 
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производные в уравнениях Колмогорова. Получается система уравнений 

равновесия: λₖ₋₁πₖ₋₁ + μₖ₊₁πₖ₊₁ - (λₖ + μₖ)πₖ = 0 для k = 0,1,2,... Эти уравнения имеют 

простую вероятностную интерпретацию: в стационарном режиме поток 

вероятностей в каждое состояние равен потоку вероятностей из этого состояния. 

Решение системы уравнений для стационарных вероятностей может быть 

получено методом последовательных подстановок. Выражая πₖ через π₀, получаем 

рекуррентные соотношения: πₖ = π₀ ∏ (λᵢ₋₁/μᵢ) для i = 1 до k. Нормировочное 

условие ∑πₖ = 1 позволяет найти π₀ = [1 + ∑∏(λᵢ₋₁/μᵢ)]⁻¹, где суммирование ведется 

по всем возможным состояниям. Существование стационарного режима 

гарантируется при выполнении условия сходимости ряда в знаменателе.  

Процесс гибели и размножения находит многочисленные приложения в теории 

массового обслуживания. Например, система M/M/1 с пуассоновским входящим 

потоком интенсивности λ и экспоненциальным временем обслуживания 

интенсивности μ представляет собой процесс гибели и размножения с 

постоянными интенсивностями λₖ = λ и μₖ = μ. Стационарные вероятности для 

этой системы образуют геометрическую прогрессию: πₖ = (1-ρ)ρᵢ, где ρ = λ/μ - 

коэффициент загрузки. 

Система M/M/m с m идентичными каналами обслуживания также описывается 

схемой гибели и размножения. Интенсивности переходов в этом случае имеют 

вид: λₖ = λ для всех k, μₖ = kμ при k ≤ m и μₖ = mμ при k > m. Стационарные 

вероятности вычисляются по формулам Эрланга и используются для определения 

характеристик эффективности системы: вероятности потери заявок, среднего 

числа занятых каналов, среднего времени ожидания. 

Системы с ограниченной длиной очереди или ограниченным числом источников 

заявок также моделируются как процессы гибели и размножения, но с 

соответствующими модификациями интенсивностей переходов на границах 

множества состояний. Например, для системы M/M/m/N интенсивности λₖ 

становятся равными нулю при k ≥ N, что отражает отказ в обслуживании при 

заполнении всех мест в очереди. 
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Контрольные вопросы: 

1. Каковы основные элементы системы массового обслуживания? 

2. Что характеризует нотация Кендалла для систем массового обслуживания? 

3. Какое условие обеспечивает существование стационарного режима в 

системе M/M/1? 

4. Чем отличаются открытые и закрытые сети массового обслуживания?  

5. В чем состоит основное свойство марковского процесса? 

6. Как определяется матрица переходных вероятностей для марковской цепи с 

дискретным временем? 

7. Какими уравнениями описывается стационарное распределение 

марковского процесса с непрерывным временем? 

8. Каков физический смысл интенсивностей λₖ и μₖ в схеме гибели и 

размножения? 

9. Как записываются уравнения равновесия для стационарных вероятностей 

состояний? 

10.Каким условием обеспечивается существование стационарного 

распределения в схеме гибели и размножения? 

Лекция 8: Метод имитационного моделирования 

Метод имитационного моделирования представляет собой экспериментальный 

подход к исследованию сложных систем, которые не поддаются аналитическому 

описанию или требуют учета большого количества случайных факторов. 

Основная идея метода заключается в создании компьютерной модели, которая 

воспроизводит поведение реальной системы во времени. Модель включает в себя 

алгоритмическое описание структуры системы, правил функционирования и 

взаимодействия ее элементов. Имитационное моделирование особенно 

эффективно для исследования систем массового обслуживания, 

производственных процессов, транспортных сетей и других сложных 

динамических систем. 
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Процесс имитационного моделирования начинается с построения концептуальной 

модели, которая определяет цели моделирования, основные элементы системы, их 

атрибуты и взаимосвязи. Затем разрабатывается алгоритмическая модель, 

реализующая логику функционирования системы. Ключевым аспектом является 

управление модельным временем, которое может осуществляться по принципу 

фиксированного шага или по особым состояниям. Принцип особых состояний 

является более эффективным, поскольку позволяет переходить от одного 

значимого события к другому, минуя периоды без изменений. 

Генерация случайных чисел с заданным законом распределения составляет 

математическую основу имитационного моделирования. Для этого используются 

датчики псевдослучайных чисел, равномерно распределенных на интервале [0,1]. 

Полученные равномерно распределенные случайные величины преобразуются в 

случайные величины с требуемым законом распределения методом обратной 

функции или другими специализированными методами. Качество генераторов 

случайных чисел оценивается по длине периода, равномерности распределения и 

статистической независимости последовательных значений. 

Статистическое оценивание результатов имитационного эксперимента требует 

специальных методов, поскольку выходные данные модели являются 

коррелированными и нестационарными. Для определения необходимого 

количества реализаций используется метод повторных прогонов или метод 

пакетных средних. Метод повторных прогонов предполагает многократное 

проведение эксперимента с различными начальными значениями генератора 

случайных чисел. Метод пакетных средних основан на разбиении одной длинной 

реализации на независимые участки. 

Верификация и валидация модели являются обязательными этапами 

имитационного исследования. Верификация направлена на проверку 

правильности программной реализации модели, включая контроль соответствия 

алгоритма концептуальной модели и тестирование программного кода. Валидация 

устанавливает степень соответствия модели реальной системе путем сравнения 

выходных данных модели с данными натурного эксперимента или с экспертными 
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оценками. Критерии согласия, такие как критерий χ-квадрат или критерий 

Колмогорова-Смирнова, используются для статистического сравнения 

распределений. 

Современные подходы к имитационному моделированию включают 

использование агентного моделирования, системной динамики и дискретно-

событийного моделирования. Агентное моделирование сосредоточенно на 

поведении отдельных активных объектов, системная динамика описывает 

глобальные взаимодействия в системе, а дискретно-событийное моделирование 

концентрируется на обработке транзакций через последовательность операций. 

Выбор подхода зависит от характера моделируемой системы и целей 

исследования. 

Единичный жребий и формы его организации. 

Понятие единичного жребия относится к фундаментальным концепциям теории 

вероятностей и математического моделирования случайных процессов. 

Единичный жребий представляет собой случайный эксперимент с двумя 

возможными исходами, который может быть описан с помощью дискретной 

случайной величины. Математической моделью единичного жребия является 

схема Бернулли, где вероятность успеха p и вероятность неудачи q = 1 - p 

остаются постоянными при каждом испытании. 

Формы организации единичного жребия различаются по способу генерации 

случайного события и методам определения вероятностей исходов. Физические 

формы организации включают механические устройства такие как подбрасывание 

монеты, бросание игральной кости или извлечение шаров из урны. Эти методы 

основаны на физической случайности и предполагают идеализированные 

условия: симметричность монеты, однородность кости, тщательное 

перемешивание шаров. Вероятности исходов в физическом жребии определяются 

через геометрические соображения или комбинаторный анализ. 

Вычислительные формы организации единичного жребия реализуются с 

помощью генераторов псевдослучайных чисел. Алгоритмические методы 

основаны на детерминированных вычислительных процессах, которые 
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производят последовательности чисел, обладающие свойствами статистической 

случайности. Качество вычислительного жребия оценивается по равномерности 

распределения, длине периода и статистической независимости 

последовательных значений. Современные генераторы используют методы 

линейного конгруэнтного типа, регистры сдвига с обратной связью или 

криптографические алгоритмы. 

Аппаратные формы организации единичного жребия используют физические 

процессы такие как тепловой шум в резисторах, дробовой шум в 

полупроводниках или радиоактивный распад. Эти методы обеспечивают 

истинную случайность, но могут быть подвержены аппаратным погрешностям и 

требуют статистической обработки для устранения смещений. Аппаратные 

генераторы случайных чисел находят применение в криптографии и 

статистическом моделировании высокого уровня точности. 

Теоретико-вероятностные основы единичного жребия описываются 

биномиальным распределением. При n независимых испытаниях вероятность 

получения ровно k успехов вычисляется по формуле Бернулли: Pₙ(k) = Cₙᵏ pᵏ (1-

p)ⁿ⁻ᵏ. Математическое ожидание числа успехов равно np, а дисперсия составляет 

np(1-p). При больших n биномиальное распределение может быть 

аппроксимировано нормальным распределением с параметрами μ = np и σ² = np(1-

p). 

Статистические методы организации жребия включают процедуры рандомизации 

и стратификации. Рандомизация обеспечивает случайное распределение объектов 

по группам, что позволяет устранить систематические ошибки. Стратификация 

используется для обеспечения представительности выборки путем разделения 

генеральной совокупности на однородные группы и последующего случайного 

отбора из каждой страты. Эти методы широко применяются в планировании 

экспериментов и выборочных обследованиях. 

Практические приложения единичного жребия охватывают различные области 

включая статистический контроль качества, имитационное моделирование, 

теорию игр и принятие решений в условиях неопределенности. В системах 
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массового обслуживания жребий используется для моделирования случайных 

моментов поступления заявок и времени их обслуживания. В финансовой 

математике случайные блуждания и процессы диффузии моделируются на основе 

последовательности единичных жребиев. 

Примеры задач имитационного моделирования 

Имитационное моделирование находит практическое применение в различных 

областях, где аналитические методы оказываются недостаточно эффективными 

из-за сложности системы или наличия стохастических факторов. Одной из 

классических задач является моделирование систем массового обслуживания. 

Например, банковская система с несколькими кассами, где клиенты прибывают 

случайным образом, а время обслуживания зависит от типа операции. Модель 

позволяет определить оптимальное количество кассиров, минимизирующее как 

затраты на обслуживание, так и время ожидания клиентов. Параметрами такой 

модели являются интенсивность входного потока, распределение времени 

обслуживания, дисциплина очереди и количество каналов обслуживания. 

Другой важной задачей является моделирование производственных процессов. 

Рассмотрим сборочную линию, состоящую из последовательных технологических 

операций. Каждая операция характеризуется случайным временем выполнения, 

возможностью брака и необходимостью переналадки оборудования. 

Имитационная модель позволяет анализировать "узкие места" производства, 

оценивать общую производительность линии, оптимизировать запасы 

межоперационных заделов. Особенностью таких моделей является необходимость 

учета взаимосвязанных случайных факторов и логических условий выполнения 

операций. 

Транспортные системы представляют собой сложный объект для имитационного 

моделирования. Модель городской транспортной сети включает перекрестки с 

светофорами, потоки транспортных средств с различными маршрутами, 

пешеходные переходы. Случайными факторами являются интенсивность 

транспортных и пешеходных потоков, время реакции водителей, возникновение 

дорожных происшествий. Имитация позволяет оценивать пропускную 
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способность улиц, эффективность работы светофоров, влияние дорожных работ 

на транспортную ситуацию. Результаты моделирования используются для 

оптимизации режимов светофорного регулирования и планирования дорожной 

инфраструктуры. 

Логистические и складские системы также эффективно исследуются методами 

имитационного моделирования. Модель распределительного центра включает 

процессы разгрузки товара, его приемки, размещения на складских местах, 

комплектации заказов и отгрузки. Случайными параметрами являются моменты 

прибытия грузовых автомобилей, объем и номенклатура поставок, состав заказов. 

Моделирование позволяет определить оптимальную конфигурацию складских 

зон, количество погрузочной техники, численность персонала для минимизации 

общих затрат при заданном уровне обслуживания. 

Финансовое моделирование представляет отдельную область применения 

имитационных методов. Модель инвестиционного портфеля учитывает 

случайную динамику цен активов, корреляции между различными финансовыми 

инструментами, макроэкономические факторы. Метод Монте-Карло используется 

для оценки рисков и прогнозирования доходности портфеля в различных 

сценариях. Особенностью финансовых моделей является работа с временными 

рядами и необходимость учета редких, но значимых событий, таких как 

финансовые кризисы. 

Медицинские системы и организации здравоохранения также моделируются 

имитационными методами. Модель поликлиники включает процессы записи 

пациентов, их движения по кабинетам, работы диагностического оборудования, 

деятельности медицинского персонала. Случайными факторами являются время 

приема одного пациента, экстренные обращения, поломки оборудования. 

Моделирование позволяет оптимизировать расписание работы врачей, загрузку 

диагностических кабинетов, поток пациентов для сокращения времени ожидания 

и повышения качества медицинской помощи. 

Телекоммуникационные сети являются традиционным объектом имитационного 

моделирования. Модель пакетной сети передачи данных включает узлы 
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коммутации, каналы связи, протоколы маршрутизации. Случайными параметрами 

являются моменты генерации пакетов, их размер, маршруты передачи. Имитация 

позволяет оценивать задержки передачи данных, потери пакетов, загрузку 

каналов связи при различных сценариях трафика и конфигурациях сети. 

Результаты используются для проектирования сетевой инфраструктуры и выбора 

протоколов управления трафиком. 

Контрольные вопросы: 

1. Каковы основные этапы процесса имитационного моделирования? 

2. Какие методы используются для генерации случайных чисел с заданным 

законом распределения? 

3. В чем состоит различие между верификацией и валидацией имитационной 

модели?  

4. Каковы основные характеристики единичного жребия как случайного 

эксперимента? 

5. Чем отличаются физические и вычислительные формы организации 

жребия? 

6. Как вычисляется вероятность k успехов в n испытаниях Бернулли? 

7. Какие параметры характеризуют биномиальное распределение? 

8. В чем состоит цель рандомизации в статистических исследованиях? 

9. Какие физические процессы используются в аппаратных генераторах 

случайных чисел? 

10. Как осуществляется аппроксимация биномиального распределения 

нормальным? 

 

Лекция 9: Понятие прогноза. Методы прогноза 

Прогноз в контексте математического моделирования представляет собой научно 

обоснованное суждение о возможных состояниях объекта в будущем и/или об 

альтернативных путях и сроках их осуществления. Основой для построения 

прогноза служит математическая модель, устанавливающая количественные 
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зависимости между параметрами объекта. Прогноз отличается от предсказания 

тем, что базируется на анализе объективных закономерностей развития системы, а 

не на интуитивных или субъективных оценках. 

Классификация прогнозов осуществляется по нескольким основаниям. По 

временному горизонту выделяют оперативные прогнозы (до 1 месяца), 

краткосрочные (от 1 месяца до 1 года), среднесрочные (1-5 лет) и долгосрочные 

(5-15 лет). По характеру изменений прогнозируемых показателей различают 

точечные и интервальные прогнозы. Точечный прогноз дает единственное 

значение прогнозируемой величины, тогда как интервальный прогноз определяет 

диапазон возможных значений с заданной вероятностью. 

Методы прогнозирования подразделяются на три основные группы: 

фактографические, экспертные и комбинированные. Фактографические методы 

основаны на анализе статистических данных о прошлом развитии объекта. К ним 

относятся методы экстраполяции, регрессионного анализа, временных рядов. 

Экспертные методы используют знания и интуицию специалистов в 

соответствующей области. Комбинированные методы интегрируют результаты, 

полученные разными способами. 

Математической основой фактографического прогнозирования служит 

предположение о инерционности развития системы. Это означает, что 

закономерности, действовавшие в прошлом, сохранятся в будущем, по крайней 

мере, на период прогноза. Для описания этих закономерностей используются 

трендовые модели, модели сезонных колебаний, циклические компоненты. 

Качество трендовой модели оценивается по таким показателям, как средняя 

квадратическая ошибка, коэффициент детерминации, критерий Дарбина-Уотсона. 

Статистические методы прогнозирования включают анализ временных рядов. 

Временной ряд представляет собой последовательность наблюдений, 

упорядоченных во времени. При анализе выделяют трендовую составляющую, 

сезонную компоненту, циклические колебания и случайную составляющую. Для 

моделирования временных рядов применяются методы скользящего среднего, 
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экспоненциального сглаживания, авторегрессии и проинтегрированного 

скользящего среднего (ARIMA). 

Важным аспектом прогнозирования является оценка точности прогноза. Точность 

характеризуется величиной ошибки прогноза, которая определяется как разность 

между фактическим и прогнозируемым значениями. Систематическая ошибка 

указывает на смещение прогноза, случайная ошибка отражает влияние 

неучтенных факторов. Для оценки точности используются такие показатели, как 

средняя абсолютная ошибка, средняя квадратическая ошибка, средняя 

абсолютная процентная ошибка. 

Прогнозный горизонт ограничен наличием пределов прогнозируемости. Эти 

пределы обусловлены нелинейностью систем, наличием точек бифуркации, 

стохастическими воздействиями. В сложных системах даже небольшие 

погрешности в начальных данных могут приводить к существенным ошибкам 

прогноза на больших временных интервалах. Это явление известно как 

чувствительность к начальным условиям. 

Количественные методы прогнозирования 

Количественные методы прогнозирования основаны на математической 

обработке статистических данных о прошлом развитии объекта. Эти методы 

предполагают, что закономерности, действовавшие в прошлом, сохранятся в 

будущем, и используются для формализации этих закономерностей. Основными 

подходами в рамках количественного прогнозирования являются методы 

скользящих средних, экспоненциального сглаживания и проектирования тренда. 

Метод скользящих средних основан на усреднении нескольких последовательных 

значений временного ряда. Для временного ряда y₁, y₂, ..., yₙ скользящая средняя 

порядка k вычисляется по формуле: Mₜ = (yₜ + yₜ₋₁ + ... + yₜ₋ₖ₊₁)/k для t = k, k+1, ..., n. 

Этот метод позволяет сглаживать случайные колебания и выявлять основную 

тенденцию развития. Прогноз на один шаг вперед принимается равным 

последнему значению скользящей средней: ŷₙ₊₁ = Mₙ. Недостатком метода 

является то, что он не учитывает тенденции развития и требует хранения 

последних k наблюдений. 
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Метод экспоненциального сглаживания присваивает наблюдениям веса, 

убывающие по экспоненциальному закону по мере удаления в прошлое. Основная 

формула экспоненциального сглаживания имеет вид: Sₜ = αyₜ + (1-α)Sₜ₋₁, где Sₜ - 

сглаженное значение в момент t, α - параметр сглаживания (0 < α < 1). Прогноз на 

один шаг вперед определяется как ŷₙ₊₁ = Sₙ. Преимуществом метода является то, 

что для вычислений требуется хранить только предыдущее сглаженное значение. 

Для учета тенденции используется модифицированная формула с двойным 

сглаживанием. 

Проектирование тренда основано на построении аналитической функции, 

описывающей основную тенденцию развития временного ряда. На первом этапе 

выбирается вид трендовой функции: линейная y = a + bt, параболическая y = a + bt 

+ ct², экспоненциальная y = abᵗ или другая. Параметры трендовой функции 

определяются методом наименьших квадратов, минимизирующим сумму 

квадратов отклонений фактических значений от расчетных. Прогноз получается 

подстановкой в найденное уравнение значения времени для прогнозируемого 

периода. 

Для линейного тренда система нормальных уравнений метода наименьших 

квадратов имеет вид: ∑y = na + b∑t, ∑ty = a∑t + b∑t². Решение этой системы 

позволяет найти коэффициенты a и b, после чего прогноз вычисляется как ŷₙ₊ₚ = a 

+ b(n+p), где p - период упреждения. Качество трендовой модели оценивается с 

помощью коэффициента детерминации R², показывающего долю дисперсии, 

объясненную моделью. 

Выбор метода прогнозирования зависит от характера временного ряда и целей 

прогноза. Метод скользящих средних эффективен для рядов без выраженного 

тренда, метод экспоненциального сглаживания - для рядов с медленно 

меняющейся тенденцией, проектирование тренда - для рядов с устойчивой 

тенденцией развития. На практике часто используется комбинирование этих 

методов для повышения точности прогноза. 

Качественные методы прогнозирования 
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Качественные методы прогнозирования применяются в ситуациях, когда 

отсутствуют достаточные количественные данные об объекте прогнозирования 

или когда развитие системы подвержено существенному влиянию субъективных 

факторов. Эти методы основываются на использовании знаний, интуиции и опыта 

экспертов в соответствующей области. Основное преимущество качественных 

методов заключается в возможности получения прогнозов в условиях 

неопределенности и при наличии качественных, а не количественных, 

закономерностей развития системы. 

Метод экспертных оценок представляет собой процедуру получения и обработки 

мнений специалистов по рассматриваемой проблеме. Эксперты отбираются по 

критериям компетентности, репрезентативности и независимости суждений. 

Процедура проведения экспертного опроса включает формирование 

репрезентативной группы экспертов, разработку анкет, проведение опроса в 

несколько туров и статистическую обработку результатов. Особое внимание 

уделяется формулировке вопросов, которые должны быть однозначными и 

непротиворечивыми. 

Метод Дельфи является развитием метода экспертных оценок и характеризуется 

анонимностью участников, регулируемой обратной связью и статистической 

обработкой результатов. Процедура метода включает несколько 

последовательных туров, между которыми организаторы предоставляют 

экспертам обобщенную информацию о результатах предыдущего тура. Это 

позволяет экспертам корректировать свои оценки с учетом мнения коллег, избегая 

при этом конформности и давления авторитетов. Метод особенно эффективен для 

долгосрочного прогнозирования сложных социально-экономических систем. 

Морфологический анализ представляет собой систематизированный подход к 

генерированию и оценке возможных альтернатив развития объекта. Метод 

заключается в построении морфологической матрицы, где по осям откладываются 

основные параметры системы и их возможные состояния. Путем комбинации 

различных состояний параметров формируются гипотетические варианты 

развития системы, которые затем оцениваются на предмет реализуемости и 
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соответствия целям прогноза. Этот метод особенно полезен при прогнозировании 

развития технических систем и технологий. 

Сценарное прогнозирование основывается на построении альтернативных картин 

будущего развития системы. Сценарий представляет собой логически 

последовательное описание возможного варианта развития событий с указанием 

причинно-следственных связей и ключевых факторов влияния. Разработка 

сценариев включает идентификацию основных факторов влияния, определение 

критических точек развития, построение непротиворечивых комбинаций событий 

и оценку вероятности реализации каждого сценария. Этот метод позволяет учесть 

качественные изменения в системе и выявить возможные точки бифуркации. 

Метод дерева целей используется для прогнозирования направлений развития 

системы на основе анализа иерархии целей. Процедура метода включает 

формулировку генеральной цели, ее декомпозицию на подцели более низкого 

уровня, установление взаимосвязей между целями и оценку ресурсного 

обеспечения. Построенное дерево целей позволяет выявить потенциальные 

конфликты между целями, определить приоритеты развития и спрогнозировать 

возможные траектории достижения целевых состояний системы. 

Контрольные вопросы: 

1. Чем отличается прогноз от предсказания? 

2. Какие методы прогнозирования относятся к фактографическим? 

3. Как оценивается точность прогноза? 

4. Что ограничивает прогнозный горизонт в сложных системах? 

5.  Как вычисляется скользящая средняя порядка k для временного ряда? 

6. Каков физический смысл параметра α в методе экспоненциального 

сглаживания? 

7. Как определяется прогнозное значение при использовании линейного 

тренда?  

8. В каких ситуациях целесообразно применение качественных методов 

прогнозирования? 

9. Каковы основные особенности метода Дельфи? 
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10.Как строится морфологическая матрица при морфологическом анализе? 

Лекция 10: Теория игр 

Теория игр представляет собой математическую дисциплину, изучающую модели 

принятия оптимальных решений в условиях конфликта или сотрудничества. 

Предметом теории игр являются математические модели конфликтных ситуаций, 

в которых участвуют несколько сторон, преследующих различные цели. Основная 

задача теории игр заключается в определении оптимальных стратегий игроков, то 

есть таких правил поведения, которые гарантируют им максимальный выигрыш 

при условии, что противник также действует оптимально. 

Понятие игры в теории игр охватывает формализованное описание конфликтной 

ситуации. Игроки - это стороны, участвующие в конфликте и принимающие 

решения. Каждый игрок обладает определенной свободой выбора действий. 

Партия представляет собой конкретную реализацию игры от начала до конца, 

включающую все ходы игроков и возможные случайные воздействия. 

Выигрыш и проигрыш определяются через функцию выигрыша, которая ставит в 

соответствие каждой возможной партии численное значение, показывающее 

полезность исхода для данного игрока. В антагонистических играх выигрыш 

одного игрока равен проигрышу другого. В играх с ненулевой суммой возможны 

ситуации, когда выигрыши всех игроков могут быть положительными или 

отрицательными одновременно. 

Ход в теории игр - это момент выбора одного из допустимых действий. Ходы 

подразделяются на личные и случайные. Личные ходы осуществляются игроками 

сознательно, на основе анализа ситуации. Случайные ходы определяются 

механизмом случайного выбора, например, бросанием игральной кости или 

использованием генератора случайных чисел, и характеризуются определенными 

вероятностными распределениями. 

Стратегические игры характеризуются тем, что исход зависит только от 

выбранных игроками стратегий, а не от случайных факторов. Стратегия 

представляет собой полный план действий игрока на все возможные ситуации, 



55 
 

которые могут возникнуть в процессе игры. Она определяет, какой ход должен 

быть сделан в каждой возможной позиции. 

Оптимальная стратегия - это такая стратегия, которая при многократном 

повторении игры обеспечивает игроку максимальный средний выигрыш при 

условии, что противники также действуют оптимально. В антагонистических 

играх с нулевой суммой оптимальные стратегии образуют ситуацию равновесия, в 

которой ни одному игроку не выгодно отклоняться от своей стратегии. 

Теория игр классифицирует игры по различным признакам: по количеству 

игроков, по характеру взаимодействия, по виду функции выигрыша, по 

количеству ходов, по наличию информации о действиях противника. Наиболее 

разработанным разделом является теория матричных игр, в которых участвуют 

два игрока, каждый имеет конечное число стратегий, а выигрыши задаются 

матрицей. 

 

Антагонистические матричные игры 

Антагонистические матричные игры представляют собой класс конфликтных 

ситуаций с двумя участниками, интересы которых противоположны. Такие игры 

характеризуются тем, что выигрыш одного игрока равен проигрышу другого, то 

есть сумма выигрышей всегда равна нулю. Матричная форма задания игры 

предполагает, что первый игрок (строки) имеет m стратегий, второй игрок 

(столбцы) - n стратегий. Выигрыши первого игрока задаются матрицей A = (aᵢⱼ) 

размером m×n, где элемент aᵢⱼ показывает выигрыш первого игрока при выборе им 

стратегии i и стратегии j вторым игроком. 

Чистые стратегии представляют собой выбор игроком одной определенной 

стратегии из имеющегося набора. В чистых стратегиях первый игрок выбирает 

номер строки i, второй игрок - номер столбца j. Исходом игры является элемент 

матрицы aᵢⱼ. Если в матрице существует элемент aᵢ₀ⱼ₀, который является 

одновременно минимальным в своей строке и максимальным в своем столбце, то 

такая ситуация называется седловой точкой. Элемент aᵢ₀ⱼ₀ называется ценой игры в 

чистых стратегиях. 
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При отсутствии седловой точки оптимальное поведение игроков требует 

применения смешанных стратегий. Смешанная стратегия представляет собой 

вероятностное распределение на множестве чистых стратегий. Для первого 

игрока смешанная стратегия задается вектором p = (p₁, p₂, ..., pₘ), где pᵢ ≥ 0 и ∑pᵢ = 

1. Аналогично для второго игрока смешанная стратегия есть вектор q = (q₁, q₂, ..., 

qₙ) с qⱼ ≥ 0 и ∑qⱼ = 1. 

Математическое ожидание выигрыша первого игрока при использовании 

смешанных стратегий p и q вычисляется по формуле E(p,q) = ∑∑pᵢaᵢⱼqⱼ = pAqᵀ. 

Основная теорема теории матричных игр, доказанная Джоном фон Нейманом, 

утверждает, что в любой матричной игре существуют оптимальные смешанные 

стратегии p* и q* и значение игры v, такие что maxₚ min_q E(p,q) = min_q maxₚ 

E(p,q) = v. Это значение v называется ценой игры в смешанных стратегиях. 

Геометрическая интерпретация смешанных стратегий позволяет наглядно 

представить решение игры. Для игрока с двумя стратегиями смешанная стратегия 

может быть изображена точкой на отрезке [0,1]. Для игрока с тремя стратегиями 

используется треугольник на плоскости. В общем случае множество смешанных 

стратегий образует симплекс в соответствующем пространстве. 

Решение матричных игр может быть найдено различными методами. Для игр 

размера 2×2 существуют аналитические формулы, выражающие оптимальные 

смешанные стратегии и цену игры через элементы матрицы. Для игр большего 

размера применяются методы линейного программирования, сведение к 

двоичным задачам или графические методы для игр размера 2×n или m×2. 

Методы решения конечных игр 

Решение конечных антагонистических игр размерности m×n может быть 

осуществлено методами линейного программирования. Данный подход основан 

на фундаментальной теореме Джона фон Неймана о минимаксе, которая 

устанавливает существование оптимальных смешанных стратегий и цены игры 

для любой матричной игры. Процесс сведения задачи теории игр к задаче 

линейного программирования начинается с нормализации матрицы выигрышей. 

Все элементы матрицы A = (aᵢⱼ) преобразуются таким образом, чтобы цена игры 
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была положительной. Это достигается добавлением константы ко всем элементам 

матрицы. 

Для первого игрока задача формулируется как задача линейного 

программирования на максимизацию. Вводится переменная v, представляющая 

цену игры. Целевая функция имеет вид v → max. Ограничения записываются как 

∑aᵢⱼpᵢ ≥ v для всех j = 1,...,n, где pᵢ - вероятности использования стратегий первым 

игроком. Дополнительно накладываются условия нормировки ∑pᵢ = 1 и 

неотрицательности pᵢ ≥ 0. Аналогичным образом для второго игрока строится 

двойственная задача линейного программирования на минимизацию с 

ограничениями ∑aᵢⱼqⱼ ≤ v для всех i = 1,...,m. 

Симплекс-метод позволяет эффективно решить полученную задачу линейного 

программирования. Решение дает оптимальные смешанные стратегии p* и q* для 

первого и второго игроков соответственно, а также цену игры v*. Особенностью 

решения является то, что оптимальные стратегии могут быть не единственными. 

В этом случае существует целое множество оптимальных стратегий, дающих 

одинаковое значение цены игры. 

Метод итераций (метод Брауна-Робинсон) представляет собой численный 

алгоритм приближенного решения матричных игр. Метод основан на 

последовательном накоплении статистики о частотах использования стратегий. 

На каждой итерации первый игрок выбирает стратегию, которая максимизирует 

его средний выигрыш против наблюдаемого эмпирического распределения 

стратегий второго игрока. Второй игрок выбирает стратегию, минимизирующую 

средний проигрыш против наблюдаемого распределения первого игрока. 

Алгоритм метода итераций начинается с произвольного начального выбора 

стратегий. На k-й итерации вычисляются накопленные средние выигрыши для 

каждого игрока. Пусть xₖ и yₖ - векторы частот использования стратегий первым и 

вторым игроком после k итераций. Тогда оценки цены игры вычисляются как vₖ₁ 

= minⱼ (Aᵀxₖ)ⱼ и vₖ₂ = maxᵢ (Ayₖ)ᵢ. Критерием остановки является достижение малой 

разности |vₖ₁ - vₖ₂| < ε, где ε - заданная точность. 
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Скорость сходимости метода итераций зависит от структуры матрицы выигрышей 

и составляет примерно O(1/√k), где k - число итераций. Преимуществом метода 

является его простота реализации и отсутствие необходимости хранить всю 

матрицу выигрышей в памяти. Недостатком - медленная сходимость для задач 

большой размерности. 

Оба метода имеют свои области эффективного применения. Метод линейного 

программирования целесообразно использовать для игр средней размерности с 

плотной матрицей выигрышей. Метод итераций предпочтителен для игр очень 

большой размерности с разреженной матрицей, когда прямое применение 

симплекс-метода затруднительно. 

Контрольные вопросы: 

1. Что является предметом изучения теории игр? 

2. Каково различие между личными и случайными ходами в теории игр? 

3. Что понимается под стратегией игрока? 

4. Как определяется оптимальная стратегия в антагонистической игре?  

5. Что характеризует антагонистическую матричную игру? 

6. При каких условиях существует решение игры в чистых стратегиях? 

7. Как вычисляется математическое ожидание выигрыша в смешанных 

стратегиях? 

8. Как формулируется задача линейного программирования для нахождения 

оптимальной стратегии первого игрока? 

9. В чем состоит основная идея метода итераций Брауна-Робинсон? 

10.Каков критерий остановки в методе итераций? 

Лекция 11: Теории принятия решений 

Теория принятия решений представляет собой междисциплинарную область 

исследований, посвященную анализу процессов выбора наилучшего варианта 

действий из множества возможных альтернатив. Область применимости этой 

теории охватывает экономику, менеджмент, инженерное дело, военное дело и 

многие другие сферы человеческой деятельности, где возникает необходимость 
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систематического выбора в сложных ситуациях. Математической основой теории 

принятия решений служат методы оптимизации, теория вероятностей, теория 

полезности и другие математические дисциплины. 

Принятие решений в условиях определенности характеризуется полной 

информацией о последствиях каждого возможного решения. В такой ситуации 

каждому выбору соответствует единственный, точно известный результат. 

Математической моделью принятия решений в условиях определенности является 

задача оптимизации: найти max U(a) или min U(a) при a ∈ A, где A - множество 

допустимых альтернатив, U - функция полезности. Типичными примерами служат 

задачи линейного программирования, задачи о кратчайшем пути, задачи 

оптимального назначения. 

Принятие решений в условиях риска предполагает, что каждому решению 

соответствует множество возможных исходов, и известны вероятности их 

наступления. Математическая модель такой ситуации включает пространство 

состояний среды Ω = {ω₁, ω₂, ..., ωₙ} с известным распределением вероятностей 

P(ω), множество решений A и функцию полезности U(a,ω), зависящую как от 

выбранного решения, так и от состояния среды. Оптимальным считается решение, 

максимизирующее математическое ожидание полезности: a* = arg max E[U(a,ω)]. 

Критерий Байеса является основным принципом принятия решений в условиях 

риска. Согласно этому критерию, выбирается альтернатива с максимальным 

ожидаемым значением полезности. Для задач минимизации потерь используется 

критерий минимального ожидаемого проигрыша. В экономических приложениях 

часто используется понятие функции полезности Неймана-Моргенштерна, 

которая отражает отношение лица, принимающего решения, к риску. 

Принятие решений в условиях неопределенности отличается от принятия 

решений в условиях риска отсутствием информации о вероятностях различных 

состояний среды. В этой ситуации известны возможные состояния среды и 

соответствующие им исходы, но вероятности этих состояний неизвестны. Для 

выбора решения в условиях неопределенности разработаны несколько критериев, 

отражающих различные поведенческие установки. 
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Критерий Вальда (максиминный критерий) ориентирован на наихудший 

возможный исход. Согласно этому критерию, выбирается альтернатива, для 

которой минимальный выигрыш максимален: a* = arg max min U(a,ω). Этот 

критерий отражает осторожное, пессимистичное отношение к неопределенности. 

Критерий Сэвиджа (минимаксного сожаления) минимизирует максимальные 

потери относительно наилучшего возможного исхода. Матрица сожалений 

вычисляется как r(a,ω) = max U(a',ω) - U(a,ω) для каждого состояния среды. 

Критерий Гурвица представляет собой компромисс между пессимистичным и 

оптимистичным подходами. Он вводит коэффициент оптимизма α (0 ≤ α ≤ 1) и 

вычисляет взвешенную сумму наилучшего и наихудшего исходов для каждой 

альтернативы: H(a) = α max U(a,ω) + (1-α) min U(a,ω). Оптимальной считается 

альтернатива с максимальным значением H(a). При α = 0 критерий Гурвица 

совпадает с критерием Вальда, при α = 1 - с оптимистичным критерием. 

Критерий Лапласа (принцип недостаточного основания) исходит из 

предположения, что все состояния среды равновероятны. В этом случае 

вычисляется среднее арифметическое исходов для каждой альтернативы, и 

выбирается альтернатива с максимальным средним значением. Этот критерий 

преобразует задачу принятия решений в условиях неопределенности в задачу 

принятия решений в условиях риска с равномерным распределением 

вероятностей. 

Дерево решений 

Дерево решений представляет собой графическую модель процесса принятия 

решений в условиях неопределенности. Эта модель отображает 

последовательность принятия решений и случайных событий, которые влияют на 

конечный результат. Дерево решений состоит из узлов трех типов: узлов 

принятия решений, узлов случайных событий и терминальных узлов. Узлы 

принятия решений обозначаются квадратами и представляют моменты, когда 

лицо, принимающее решение, выбирает одну из доступных альтернатив. Узлы 

случайных событий изображаются кругами и соответствуют точкам, где 

происходит случайное событие с известными или оцениваемыми вероятностями 
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исходов. Терминальные узлы показывают конечные результаты или полезности, 

ассоциированы с каждой ветвью дерева. 

Построение дерева решений начинается с идентификации начального решения, 

которое должно быть принято. От начального узла проводятся ветви, 

представляющие различные альтернативы действий. Каждая ветвь ведет либо к 

узлу случайного события, либо к терминальному узлу, либо к новому узлу 

принятия решения. Вероятности различных исходов в узлах случайных событий 

должны удовлетворять условию нормировки: сумма вероятностей всех исходов, 

исходящих из одного узла, равна единице. Дерево строится слева направо, 

отражая хронологическую последовательность решений и событий. 

Анализ дерева решений проводится методом обратной индукции, также 

известным как rollback analysis. Процесс начинается с терминальных узлов и 

движется справа налево к начальному узлу. Для каждого узла случайного события 

вычисляется математическое ожидание значения, ассоциированы с исходящими 

из него ветвями. Это ожидаемое значение записывается в соответствующий узел. 

Для узлов принятия решений выбирается альтернатива с наивысшим ожидаемым 

значением, а это значение записывается в узел решения. Процесс продолжается до 

тех пор, пока не будет вычислено значение для начального узла. 

Чувствительный анализ является важной частью работы с деревьями решений. Он 

позволяет оценить, как изменения в вероятностях исходов или значениях 

полезности влияют на оптимальное решение. Анализ чувствительности особенно 

важен, когда вероятности событий оценены приближенно или когда значения 

полезности подвержены неопределенности. Этот анализ помогает определить 

критические параметры модели и оценить правильность выбранной стратегии. 

Деревья решений находят применение в различных областях, включая бизнес-

анализ, медицинскую диагностику, управление проектами и инженерное 

проектирование. В бизнесе они используются для анализа инвестиционных 

проектов, оценки новых продуктов и стратегического планирования. В медицине 

деревья решений помогают выбирать оптимальные методы лечения на основе 



62 
 

диагностической информации. В технических приложениях они применяются для 

проектирования систем и анализа надежности. 

Ограничения деревьев решений связаны с предположением о последовательной 

природе решений и событий. Модель может быть громоздкой и сложной для 

анализа при большом количестве решений и исходов. Кроме того, деревья 

решений предполагают, что все вероятности и полезности могут быть точно 

оценены, что не всегда выполняется в реальных ситуациях. Для сложных задач с 

взаимозависимыми решениями могут потребоваться более узкие методы, такие 

как влияние диаграмм или марковские процессы принятия решений. 

Контрольные вопросы: 

1. В чем состоит принципиальное различие между принятием решений в 

условиях риска и в условиях неопределенности? 

2. Как формулируется критерий Байеса для принятия решений в условиях 

риска? 

3. Каковы основные поведенческие предпосылки критерия Вальда? 

4. Как коэффициент оптимизма влияет на выбор решения по критерию 

Гурвица?  

5. Какие три типа узлов используются в дереве решений? 

6. В каком направлении осуществляется построение дерева решений? 

7. Какой метод используется для анализа дерева решений? 

8. Что вычисляется в узлах случайных событий при анализе дерева решений? 

9. Какова цель чувствительного анализа в контексте деревьев решений? 

10. В каких областях находят применение деревья решений? 

 
 

 


