Занятие 19
Экстремальные задачи в целых числах
Экстремум – это обобщающее понятие, означающее либо максимум, либо  минимум. При этом минимум – наименьшее значение функции или наименьший член последовательности, а максимум – наибольшее значение функции или наибольший член последовательности.
Ввиду дискретности аргумента (либо функции) при решении таких задач применяются специальные методы.
Пример 1. Журнал состоит из  вложенных друг в друга двойных листов. На каком двойном листе  сумма чисел , обозначающих номера страниц, будет
 1) наибольшей,                  2)наименьшей?
Решение.  На левой странице двойного листа с номером  страницы пронумерованы с начала, с на правой – с конца. Нетрудно посчитать , что на-ой странице будут номера страниц  и с начала, а также 
 с конца.
Сумма страниц  на ом листе будет равна  не зависит .
Ответ: сумма страниц будет наибольшей и одновременно наименьшей
  на любом из  двойных листов.
	При поиске экстремальных значений квадратного трехчлена может оказаться так, что абсцисса вершины параболы не является целым числом. В этом случае экстремум достигается на целом числе ближайшей к 
Пример 2. Найти наибольший член числовой последовательности  

Решение. Введем функция  Ее максимум достигается в вершине параболы    но это число не целое. Чтобы понять, как найти максимальное значение  при , обратимся к графику функции
[image: ]	Заметим, что функция возрастает при  и убывает при , а график параболы симметричен относительно прямой    значит максимальный член последовательности седьмой,


Ответ:
Однако, для функции, которая не является квадратичной этот способ не подходит. Если же  не является квадратичной, то иногда работает такой способ рассуждений. Введем функцию  такую , что . Для определенности рассмотри поиск максимума. Пусть   возрастает при 
 Если  ,то задача решена. Если же нет, то надо сравнить значения функции в двух ближайших к  целочисленных значениях аргумента.
Пример 3.  Найти наибольший член последовательности

Решение.
Будем рассуждать следующим образом. Введем функцию вида 


Рассмотрим график функции 
[image: ]
[bookmark: _Hlk86593735]Как не трудно видеть, при    функция  возрастает, а при    функция убывает. Заметим, что график не симметричен относительно прямой , значит максимальный член последовательности достигаетсяили в .
Сравним их.


Итак
[bookmark: _Hlk86594606]Ответ: 

















Задачи для самостоятельного решения.
1. Найти максимальный член последовательности 
, где  –  натуральное число.
2. Стоимость изготовления коробок пропорциональна  
Определить количество коробок, при котором стоимость изготовления одной коробки минимальна.
3.  насосов различной мощности наполняют бассейн водой. Первый насос , работая автономно,  может наполнить весь бассейн за 2 часа, второй -за  4 часа, …, – за    часов. Каким должно быть наименьшее число насосов , работая одновременно , наполнили бассейн быстрее, чем за 1 час и 1 минуту? Можно ли наполнить бассейн быстрее, чем за 1 час?
4. В контейнер упакованы изделия двух типов. Стоимость и вес одного изделия составляют 400 тыс. руб. и 12 кг  и 600 тыс. руб. и 15 кг второго типа. Общий вес изделий 321 кг. Определить минимальную и максимальную возможную суммарную стоимость находящихся в контейнере изделий.   
5. Группа солдат может быть передислоцирована на новое место двумя способами: либо на двух автобусах за несколько рейсов , либо тремя автомобилями, причем в этом случае число рейсов каждого будет на один меньше. Транспорт во всех случаях полностью загружен. Какое максимальное возможное количество солдат можно перевезти, если  в автомобиль на 7 человек меньше, чем в автобус?


Домашняя олимпиада.
1. Могут ли все числа 1, 2,3, …,100 быть членами 12 геометрических прогрессий?
2. На столе стоят три пустых банки из-под меда. Винни-Пух, Кролик и Пятачок по очереди кладут по одному ореху в одну банку. Их порядковые номера до начала игры определяются жребием. При этом Винни-Пух может добавлять орехи только в первую и вторую банку, Кролик только во вторую или в третью банку, а Пятачок – в первую или  третью банку. Тот , после чьего хода в какой-нибудь банке оказалось ровно 2019 орехов, проигрывает. Докажите, что Винни-Пух и Пятачок могут договорившись, играть так, чтобы Кролик проиграл.
3. Из дома на рынок Валера купил в киоске газету «Московский комсомолец» и стал ее читать. На рынке он прервал чтение, купил картошку и пошел обратно. Пройдя мимо ларька, Валера продолжил чтение газеты. Каково расстояние от дома до рынка, если путь занял один час, скорость Валеры налегке 6 км/ч, с картошкой 3 км/ч, а чтение газеты снижало скорость до 3 км/ч и 2 км/ч соответственно?
4. Какие из значений :2, 12/5, 5/2 может принимать в прямоугольном треугольнике отношение радиуса описанной окружности к радиусу его вписанной окружности?


























Решение задач для самостоятельного решения.
1. Решение.
Обозначим , где  
cn= будет наибольшим, если вычитается наименьшее число, то есть при .  наибольшее, если знаменатель наименьший, то есть при . Осталось выяснить при каких  будет наибольшим. Сравним  
 Очевидно, что 

[bookmark: _Hlk15463410]Значит, 
Ответ: =2.
2. Решение.
Пусть . Если 
     то функция возрастающая.
Составим разность 

[bookmark: _Hlk15464994][bookmark: _Hlk15465067]Если,  то . Значит ,  возрастает на множестве  
. Если ,  то .  Следовательно , функция f(x) убывает на множестве.
Стоимость одной коробки по условию 
[bookmark: _Hlk15465723] 13
 ,      
	Ответ: 
3. Решение. За 1 час работы первый насос наполняет ½ часть бассейна, второй –  часть ,…, ый насос  часть бассейна. Значит, работая одновременно, n насосов за 1 час наполняют часть бассейна равную:
[bookmark: _Hlk15479827]½ + (½)2+…+ (½)n = ½  = 1-(1/2)n <1.
Поэтому :
 за 1 час наполнить бассейн полностью не смогут никакое число насосов;
насосов , работая одновременно, наполняют бассейн за       часов.
Нам нужно наименьшее натуральное решение неравенства
  или ,  то есть (1/2)n < 1/61.
Легко проверить, что
 
Ответ:, нет.
4. Решение. Обозначим через  количество изделий первого и второго типа соответственно. Необходимо найти максимальную и минимальную значение (в тыс. руб.) величины , где 

Выразив  из второго равенства и подставив его в первое, получим
	 учитывая ограничение , находим наименьшее возможное значение  и наибольшее возможное значение. При 

Ответ: .
5. Решение. Пусть число рейсов автобусов, каждый из которых вмешает солдат – натуральные числа, ). Тогда для группы из солдат по условию имеем систему двух уравнений в целых числах

и требуется найти максимальное 
Идея задачи основана на том, что 
Следовательно и приравнивания в системах левые части, получим уравнение в целых числах:   Заметим, что .
 Упростим последнее уравнение 
.
Заметим также, что значения  не являются решениями уравнения. Далее выразим 
r=
Отсюда получаем , что   - делитель числа 6, то есть

 Составим таблицу
 
	l
	r
	
	M

	4
	9
	28
	504

	5
	6
	35
	420

	6
	5
	42
	420

	9
	4
	63
	504



Из таблицы видно, что у командиров есть 2 автобуса по 28 человек, или 3 автомобиля по 21 человеку и нужно сделать 8 рейсов. Второй вариант: командиры располагают парой автобусов по 63 человека и проделывают 4 рейса, или имеют 5 автомобиля по 56 человек и назначают 3 рейса. Во всех случаях максимальное число перевезенных солдат 504 .
Ответ: 504 солдата. 

Решение  домашней олимпиады.
1. Ответ: Нет, не могут.
Покажем, что три простых числа не могут в одну геометрическую прогрессию.
Предположим, противное: пусть три различных простых числа входят в одну геометрическую прогрессию
	 – простые числа,

[bookmark: _Hlk15571672]Тогда  ,  v.  Отсюда Так как  отличны от нуля, то -не простое число, противоречие.
Утверждение задачи следует, из того, что среди чисел от 1 до 100 содержится 25 простых чисел, а в одну прогрессию могут входить не более двух простых чисел.
2. Решение. Пусть Винни и Пятачок вначале кладут  свои орехи во вторую и третью банки, не смотря на ходы Кролика, до тех пор, пока в одной из банок не станет 2018 орехов. После этого тот, кто должен класть орехи в эту банку (пусть ,например, это Винни) начинает класть их в банку первую. При этом он положил во вторую банку не менее 1009 орехов, значит, в третьей банке будет тоже не менее 1009 орехов (туда их положил Пятачок). После этого Пятачок продолжает класть орехи в третью банку до тех пор пока там не станет 2018 орехов – это произойдет не более , чем через 500 ходов, так как в третью банку приходится класть и Кролику , чтобы не проиграть. После этого Пятачок также может класть орехи в первую банку, так как там не более 500 орехов, положенных Винни, а Кролик вынужден класть орехи во вторую и третью банку, где их уже 2018.
Ответ: Могут сговориться.
3. Решение. 
Пусть  расстояние от дома до рынка, а - расстояние от дома до ларька.
Тогда время до ларька , когда он шел из дома равно , расстояние от ларька до рынка –  а время соответственно 
Движение обратно можно описать следующим образом: время, затраченное на путь от рынка до ларька  - , от ларька до дома –  Всего же 1 час. В итоге получаем уравнение
 	

     

4. Решение.
Пусть  – катеты данного прямоугольного треугольника,  гипотенуза,  – один из острых углов, а  радиусы описанной и вписанной окружности соответственно. Известно, что 
	,
Поэтому

Значит,
 .
Итак, из предложенных трех значений первые два это отношение принимать не может. Равенство   возможно, действительно
 то есть такой  острый угол  существует.
Ответ: 5/2.
image1.png




image2.png




