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Особенности решения геометрических задач школьного курса методом вспомогательного объема.
В статье на конкретных примерах рассматриваются методические аспекты решения стереометрических задач школьного курса методом «вспомогательного объема».
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Крупное научное открытие дает решение крупной проблемы, но и в решении любой задачи присутствует крупица открытия. Задача, которую вы решаете, может быть скромной, но если она бросает вызов вашей любознательности и заставляет вас быть изобретательным и, если, вы решаете ее собственными силами, то вы сможете испытать ведущее к открытию напряжение ума и насладиться радостью победы.[4].
Геометрия занимает особое место в системе математической подготовки школьников. Изучение геометрии, базирующейся на воображении и интуиции, с одной стороны, и на логике, с другой стороны, способствует интеллектуальному развитию учащихся, развитию их познавательных интересов. Развивающий потенциал геометрии заложен, в том числе, и в геометрических задачах. 
 Геометрические задачи настолько разнообразны, что невозможно дать указания к решению всех задач. При решении большинства задач не обойтись без привлечения разнообразных фактов теории, доказательства тех или иных утверждений, справедливых лишь при определенном расположении элементов фигур. Но и при хорошем знании теории приобрести навык в решении задач можно лишь, самое главное, владея различными методами решения задач. 
Решение большой группы задач по геометрии облегчается введением дополнительных элементов (методом «вспомогательного элемента»), непосредственно не заданных в условии задач. Эти элементы могут  быть длинами, площадями, объемами, углами. С их помощью составляются  уравнения, где неизвестным будет искомый элемент или  элемент, с помощью которого легко найдется искомый. 
Более подробно остановимся на таком вспомогательном элементе, как объем при решении стереометрических задач. Понятие объема используется даже при решении тех задач, в формулировках которых отсутствует упоминание самого объема. Поэтому в геометрии иногда решение задач с применением свойств объема называют решением задачи  методом «объемов» или  методом «вспомогательного объема».
Объем, во-первых, является источником геометрической теории измерения величин, а во-вторых, служит действенным инструментом для решения задач стереометрии. Вторая сторона, а именно, применение свойств объема в качестве инструмента для решения задач в учебниках геометрии (авторы Л.С. Атанасян, В.Ф. Бузузов и др.) проявлена слабо. Не прослеживается связь теории с системой задач, нет выхода на метод решения задач, что не дает учителю возможности показать учащимся еще один метод решения геометрических задач, кроме метода «построений», «координат»… 
Статья написана на основе материалов практических занятий с учащимися выпускных классов. Ее цель – показать, что свойства объемов, формулы для вычисления объемов могут оказаться полезными при решении различных задач, даже таких, в условии которых об объеме не упоминается. 
Метод «вспомогательного объема» часто  в качестве инструмента для решения задач применяют в единстве с методом «площадей». Поэтому, желательно учителю еще в 8-9 классах уделить время с классом на решение планиметрических задач на метод «площадей». Знакомство с применением свойства аддитивности площади при решении задачи методом «площадей» можно начинать сразу после изучения формулы площади треугольника через сторону и основание. Простейшие задачи планиметрии на метод «площадей» сводятся к вычислению площади треугольника двумя способами. После изучения формул площади параллелограмма, ромба целесообразно решать подобные задачи, для того, чтобы учащиеся поняли общность принципа нахождения высоты через выражение площади двумя способами. 
Метод «объема» (метод «вспомогательного объема») применяется при решении стереометрических задач. Задачи на метод «объёмов», как и задачи планиметрии на метод «площадей» сводятся к  приравниванию двух подходящих выражений для объёма, в результате чего удаётся вычислить искомую величину (расстояние или угол). Метод объёмов можно использовать, вычисляя:
• расстояние от точки до плоскости;
• угол между прямой и плоскостью;
• угол между плоскостями;
• расстояние между скрещивающимися прямыми.
С идейной точки зрения метод «объёмов» весьма прост. Всё, что здесь нужно, — это найти подходящую треугольную пирамиду и аккуратно провести вычисления. 
Замечательный факт состоит в том, что при вычислении объёма треугольной пирамиды можно в качестве основания выбрать любую её грань. Это используется при нахождении расстояния от точки до плоскости; нужно лишь представить искомое расстояние как высоту подходящей пирамиды.
[image: http://www.egetrener.ru/treningC1C2/C2-blok6/1.PNG]А именно, предположим, что нам нужно найти расстояние от некоторой точки C до некоторой плоскости ABD. Рассмотрим треугольную пирамиду ABCD. Тогда искомое расстояние d — это высота данной пирамиды, проведённая из вершины C.




С одной стороны, объём пирамиды ABCD может быть найден по формуле:    V = d SАВD, где d-расстояние от точки С до плоскости (ABD).  С другой стороны, за основание можно принять грань ABС, и тогда V = H SАВC, где H-высота, опущенная с вершины D на плоскость (ABС).  Приравнивая правые части формул, получим  dSАВD=HSАВC.  Найдем искомую величину  d. 
Рассмотрим данный метод на конкретном примере.
[image: ]Задача 1.Дан куб ABCD A1B1C1D1. Найди расстояние от вершины A  до (A1BT), где T –середина ребра AD.
Решение. Найдем объем пирамиды A1ABT.
   
где AH - искомое расстояние. Тогда       
AH=   В прямоугольном треугольнике ATB найдем TB:  
 . Заметим, что треугольник  TBA1 равнобедренный.
.
. Тогда   .       
Ответ.     .     
Задача 2. (Тренировочная работа № 9 по математике 22.04.2014). В правильной треугольной пирамиде SABC с основанием ABC боковое ребро равно 5, а сторона основания равна 6. Найдите расстояние от вершины A до плоскости SBC.
[image: http://www.uznateshe.ru/wp-content/uploads/2013/01/pravilnayapiramida3.png]Решение.  Пусть SO – высота пирамиды. Тогда AO==2.  SO===.  Пусть V –объём пирамиды, тогда 
С другой стороны,   , где h – искомое расстояние от вершины A до плоскости SBC. 

Искомое расстояние  h=.
Ответ:

   Отметим, что использование  основной формулы объема пирамиды, V=H S, при решении задач методом «вспомогательного объема» избавило нас от необходимости в проведении перпендикуляра из точки на плоскость и его обоснования.
   Заметим, что если площадь треугольника довольно просто выражается  через разнообразные комбинации элементов треугольника, то объем пирамиды можно выразить через разнообразные комбинации элементов данной пирамиды. Отметим формулы вычисления объема пирамиды:
  (1),  где S-площадь основания, H-высота пирамиды. 
  (2), где  S1, S2-плошади граней пирамиды, a-общее ребро этих граней, -угол между плоскостями этих граней.                                                                                                (3),где a,b – длины противоположных ребер тетраэдра, d-расстояние, -угол между ними.
  (4), где S -площадь полной поверхности пирамиды, r - радиус вписанного шара.
    (5)-отношение объемов треугольных пирамид, где A1 и A2 , B1 и  B2, С1 и С2 –точки лежащие на трех прямых, не лежащие на одной плоскости и проходящие через общую точку D. V1 – объем тетраэдра DA1B1С1, V2 - объем тетраэдра DA2B2С2.
Рассмотрим применение формулы (5) на примере решения одной задачи двумя способами.
Задача 3. В правильной треугольной пирамиде SABC точка S –вершина. Точка M – середина ребра SA, точка K – середина ребра SB, SC=6, AB=4. Найти  расстояние от вершины A до плоскости CMK.
[image: ]Решение. 1-й способ (поэтапно-вычислительный). Так как прямая BA параллельна плоскости СМK (BA||KM), то искомое расстояние равно расстоянию от любой точки этой прямой до данной плоскости.
Пусть точка L – середина стороны BA. Тогда SL и BA, CL и BA перпендикулярны (как медианы равнобедренных треугольников, опущенные на основание ВА) и BA перпендикулярна (SLC), а, следовательно, и KM перпендикулярна (SLC) . По признаку перпендикулярности плоскостей (KMC) перпендикулярна (SLC) .Так как PC =( KMC)  (SLC) , то перпендикуляр LH, опущенный из точки L на PC , будет являться перпендикуляром к плоскости СМK и его длина будет равна искомому расстоянию. 
Рассмотрим треугольник LSC. Так как точка P лежит на KM, то LP=PS и площадь этого треугольника LPC равна половине площади треугольника LSC.
 где SO -высота пирамиды и   
, . Тогда 
 
Из треугольника  LSC найдем PC  (как его медиану):
. Тогда .
Решение. 2-й способ  (метод «вспомогательного объема»). Так как середина отрезка SA точка M принадлежит плоскости СМK, то точки A и S равноудалены от этой плоскости.  Расстояние от точки S до плоскости  СМK равна  высоте пирамиды SKMC, опущенной на основание KMC. Найдем площадь треугольника KMC и объём пирамиды SKMC.
Из треугольника  LSC найдем PC  (как его медиану):
. Тогда .
,  где SО – высота пирамиды SABC, опущенная на основание ABC.  Искомое расстояние 
                Ответ. 
Задача №4. ABCDA1B1C1D1-прямоугольный параллелепипед, где AB=1, AD=, AA1=. Найди угол между плоскостями AB1D1   и CB1D1. 
[image: ]Решение. Искомый угол  будем вычислять с помощью треугольной пирамиды ACB1D.    .  Но объем треугольной пирамиды ACB1D можно еще найти, «отрезая» от исходного параллелепипеда четыре равнообъемных «куска». Объем каждого «куска» равен 
. . Тогда объем треугольной пирамиды ACB1D будет 
. 
Значит,   Площади равных треугольников AB1D1   и CB1D1можно вычислить по формуле Герона:   
S AB1D1  = S CB1D1 =1,5 Тогда, подставив в формулу, получим    
, где ,   
 Ответ. 
Задача №5. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Найди расстояние между прямыми A1B и B1C. Ребро куба равно 3.
Решение. Искомое расстояние найдем при помощи тетраэдра BCA1B1. Объем этого тетраэдра легко найти, приняв за основание грань BCB1. Тогда  С другой стороны,  по формуле   (3),   , то есть 
Здесь A1B = B1C=, а угол между прямыми A1B и B1C равен углу между прямыми A1B и A1D, равен . Тогда 
,где .                   Ответ. 
Задача №6. В правильной четырехугольной пирамиде SABCD с вершиной S и основанием ABCD   длина стороны основания равна 2, а длина бокового ребра равна 5. Найти угол между прямой AC и плоскостью ASD.
[image: 90щ8.jpg]Решение.    Пусть [image: ]d - расстояние от точки С до плоскости ASD. С одной стороны, 3V=d[image: ]SABCD, а с другой стороны 3V = SH[image: ]SACD, где SH – высота пирамиды SABCD. Следовательно, 
d[image: ]SASD= SH[image: ][image: ]SACD. [image: ]
1) Так как сторона квадрата ABCD равна 2, то  и SACD =0.54=2[image: ][image: ][image: ][image: ], SH=[image: ]. SM – апофема боковой грани ASD и SM= [image: ], то  
SASD =0.5 AD. Подставляя в формулу вычисленные значения: [image: ] получаем, что   [image: ].     ,  .                                                            Ответ.  .
Как мы убедились, метод «вспомогательного объема» действительно приводит к простым решениям многих задач. Конечно, он не заменяет все остальные методы, но представляет собой подход, о котором не следует забывать, приступая к решению той или иной задачи.

Библиографический список
1. Единая коллекция цифровых образовательных ресурсов. − http://school-collection.edu.ru/
1. Шарыгин И.Ф.Ш26 геометрия 10-11кл.: учеб.для общеобразоват.заведений.-М.;Дрофа. 1999.
1. Решу ЕГЭ. Образовательный портал для подготовки к экзаменам http://math.reshuege.ru/
1. Пойа Д. Как решать задачу. −  М.:Учпедгиз,1959.  −202 с.
image2.wmf
3

1


oleObject1.bin

oleObject2.bin

oleObject3.bin

oleObject4.bin

image3.png




image4.png




oleObject5.bin

image5.png
A




image6.png




image7.jpeg
126 Peuennst
3"%%=9, tgx =2. Hado L —1+tg?z naxomm: —L— =5,
i 1ga: d)lpmynbx g g + tg?® z Haxon oo o7
cos“T = £, cosT =k v
5 V5
[Moacrasasst cosz = ——\}—g BO BTOPOE YPaBHEHHE CUCTEMbI, UMEEM:

Vy+2+10- 715- = 0 — He BbIMOJIHEHO HH NIPH KaKoM ¥ (T.K. /y + 2 > 0).

MMoacrasasis cosz = L BO BTOPO€ ypaBHEHHE CHCTEMbI, HAXOAUM:

V5
Vy+2=10- 715, Y+ 2 = 20, y = 18. Ocranoch 3aMeTUTb, 4TO pellieHHEM

YPaBHEHHs1 COST = 713 SIBJISIIOTCA T = o arccos 715 +27n, neZ.

Omsem: © = :!:arccos:/% +27n, y =18, n€ Z.

C2. 1) Iycts d — paccrosinve ot Touku C 1o miockoctu ASD. Toraa ueko-
Mblit yron o Mexay npsimoii AC' 1 mitockocTbio ASD MOXHO HalTH U3 COOT-

- —
HOWeHHs: sina = .

Yto6bl HaliTi paccrosnie o Toukn C 10 mnockocth ASD, npuMeHum
METOA «BCMOMOraTeJIbHOro 06b&Ma», COCTOALLMI B TOM, 4T0 06bEM V nHpa-
munsl CASD sbipaxaercs aBymsi ciocobamu. C oaxoi ctopotbl, 3V = d-Sasp,
a c apyro¥i ctopoubl — 3V = SH - Sycp, rae SH— BbicOTa MHpaMHbl
SABC D, cM. pHCYHOK. s

A M D
Caenosatensto, d - Sasp = SH - Sacp, d = i%%;m (*)

2) INposeném Brluncierust. Tak kak cropoxa keagpata ABCD pasua 2,
10 Sacp = 522 =% AC =2V3, AH =2, SH? = AS? - AH? =
=25-2=23, SH = /23.

Mycts M — cepenuna AD. Torna SM — anodema 60koBoit rpanu ASD
u SM? =SH? + MH? = (v23)? + 12 = 24, SM = 2/6. Otcioza,

Sasp = %-AD - SM =26.

| Peweririe
3)n
| SH=,

. Haxomum
[

i [Tpumey
TOA <«BCI
Mexny n
E eTcs Gou
i HUM 3T0
‘ CTbIO, KC
i peLUUTH

i TeJIbHOI(
f KocTh (u
i 3Toro mp

C3. Oo6y
| 3HaueHn

| onpenen

:“;} log),

¢ Pew
L ABJIAIOT(
Fo6aacTe
'z € (-2

ECa.1) T
- UEHTD L
f I0XKeHH
¥ MeXxy |
t AD.





image8.png




image9.png




image10.png




image11.png
SH “Sgcp
d=——"




image12.png
1
Saco =3




image13.png




image14.png




image15.png
SH

V23




image16.png




image17.png
Sicn = 2,SH =v23,5:cp = 2v6,




image18.png
2423 V23





image1.png




