Методические рекомендации по проведению занятия, направленного на обучение девятиклассников решению линейных уравнений с параметром графическим методом.

Цель обучения: учить исследовать и анализировать линейное уравнение с параметром; формировать умение решать линейные уравнения с параметром графическим методом; развивать логическое мышление.
Приемы обучения: объяснение, беседа, комментарий, фрагмент лекции, работа у доски, выполнение заданий в тетрадях.

Методические рекомендации по организации и проведению занятия
Этап актуализации теоретических знаний обучающихся
Решение уравнений, содержащих параметр представляет собой, как правило, задачу более сложную по сравнению с задачей, в которой параметры отсутствуют. 



Например, уравнение , содержащее параметр , требует для своего решения гораздо больше усилий, чем неравенство .
Поэтому решение таких уравнений является, пожалуй, одним из самых трудных разделов элементарной математики. Это связано с тем, что для того, чтобы решить уравнение с параметром требуется не только гибкость мышления и логика в рассуждениях, а и умение полно анализировать ситуацию.
Графический метод решения подобных уравнений во многих случаях заметно упрощает решение и часто является более рациональным в сравнение с другими известными способами решения.
На занятии, посвященном обучению девятиклассников решению уравнений с параметром графическим способом, следует обратить внимание на то, что такое «параметр», и что значит «решить уравнение с параметром». 
В курсе алгебры основной школы можно использовать более простое определение уравнения с параметром: «Уравнение, в записи которого, кроме неизвестных, входят числа, обозначенные буквами». Решить уравнение  – значит найти для каждого значения параметра все решения. 

Учителю стоит остановиться на этом подробней и объяснить обучающимся, что по существу, решая уравнение, содержащее параметр, приходится решать не одно уравнение, а целое множество уравнений, которые получаются, если придавать параметру  конкретные числовые значения. Таким образом, решить уравнение, содержащее параметр, это значит определить, при каких значениях параметра уравнение имеет решения и для всех таких значений параметров найти все решения. Заостряем внимание обучающихся еще раз: уравнение с параметром должно быть рассмотрено при всех значениях параметра. Если хотя бы одно значение какого-либо параметра не исследовано, решение задачи не может считаться полным, а значит правильным.



Линейные уравнения относят к числу самых простых задач с параметром. Как правило, любое линейное уравнение с параметром в результате алгебраических преобразований может быть приведено к виду: . Но для решения линейного уравнения с параметром графическим способом удобней приводить его к виду:  или 

Этап введения новых теоретических знаний.
Прежде, чем учить девятиклассников решать уравнения и неравенства с параметром графическим способом, желательно добиться от обучающихся полного понимания «смысла» параметра. Сделать это можно только на практических примерах.








Пусть дано уравнение . Заостряем внимание обучающихся на том, что если ставится задача отыскать все такие пары , которые удовлетворяют данному уравнению, то такое уравнение рассматривается как уравнение с двумя равноправными неизвестными и . Но можно поставить и другую задачу, полагая переменные неравноправными. Например, если придать переменной  какое-нибудь фиксированное значение, то уравнение превращается в уравнение с одной переменной . Решение (то есть корни) этого уравнения напрямую зависят от выбранного значения .












[bookmark: _GoBack]Например, уравнение  при  вообще не имеет решений. При  уравнение принимает вид и имеет корни:  и . При  получим уравнение  или . Оно имеет единственный корень: . А если положим значение  равным -3, то полученное уравнение  вообще не имеет корней. 

Необходимо «донести» до обучающихся мысль, что заменяя  любым числом, мы каждый раз будем получать «новое» уравнение и «новые» ответы, то есть будем иметь дело с целым семейством уравнений.


Поэтому, можно сказать, что уравнение с параметром – это краткая запись бесконечного семейства уравнений. Каждoе уравнение семейства получается из исходного уравнения с параметрoм при конкретном значении параметра. Поэтому задачу решения уравнения с параметром можно сформулировать так: решить уравнение с параметром  - это решить семейство уравнений, получающихся из уравнения  при любых действительных значениях параметра.

Обучающиеся должны понимать, что в прямом смысле «перебирать» все допустимые значения параметра не нужно и невозможно. Поэтому достаточно найти некоторые «пограничные» значения , при которых заданное уравнение терпит качественное изменение и решить полученные виды уравнений. 

Пример 1: Решите уравнение: .


[image: ]Учитель должен «донести» до обучающихся мысль, что множество допустимых значений параметра , можно разбить на три подмножества. Затем рассмотреть решение с позиции значений .





При  ; при ; при - корней нет.
Поиск корней уравнений с параметром алгебраическим путем часто приводит к длинному и энергоемкому решению. Во многих случаях графический способ является более рациональным. Особенно, если речь не идет о поиске самих корней уравнения, а ставится задача определить их количество, или исследовать данное уравнение на предмет того, как значения параметра влияют на количество корней уравнения. В этих случаях графический способ решения просто незаменим.


[image: ]Пример 2: При каком значении параметра уравнение имеет корни?


Решение: С точки зрения графического метода задача сводится к нахождению абсцисс точек пересечения графика функции  и семейства прямых .   
Внимательно анализируя чертеж, мы приходим к выводу:


а) Если , то уравнение имеет единственное решение, удовлетворяющее условию . Значит, уравнение можно записать так: 

.

б) Если , то уравнение имеет два корня и алгебраическое решение уравнения сводится к решению совокупности двух систем:

 


в) Если , то .

г) Если , то уравнение не имеет решений.

Ответ: .
Хотя вышеприведенный пример является демонстрацией не только графического, но и алгебраического решения, рекомендуем его для подробного разбора у доски. При этом, учителю не следует давать решение «в готовом виде», а только мотивировать и «наводить на мысль» обучающихся. Девятиклассники в ходе совместного поиска решения  смогут еще лучше понять смысл уравнений с параметром и всесторонне и наглядно исследовать данное уравнение.
 


Пример 3: При каком значении  уравнение имеет три корня?




Решение: В данном случае графический метод решения является рациональным методом, который быстро поможет найти правильный ответ. Как и прежде, для использования графического метода зададим левую и правую части уравнения аналитически и построим график функции, зависящей от  в Декартовой системе координат. Это функция: . Если учитель считает необходимым, можно напомнить обучающимся, как строить графики подобных функций. Прямая  параллельна оси абсцисс. Далее наглядно, на чертеже рекомендуется проанализировать совместно с обучающимися, где должна находиться эта прямая, чтобы иметь с графиком функции  ровно 3 точки пересечения?



Если  прямая  будет расположена ниже оси абсцисс и не будет иметь с графиком функции  ни одной точки пересечения.



Если  прямая  будет совпадать с осью абсцисс и с графиком функции  иметь две общие точки – то есть 2 решения.





[image: ]Если значение параметра  будет взято из промежутка , то прямая  будет иметь с графиком функции  четыре точки пересечения. А значит уравнение  будет иметь четыре корня.



Если , то прямая  пересечет график функции  в двух точках. 



И, только, если  , то графики функций  и  будут иметь 3 общие точки, а значит уравнение будет иметь три корня.

Ответ: .

Хотя, вышеприведенный пример является достаточно наглядным, учителю рекомендуется предложить девятиклассникам еще один-два подобных уравнения для самостоятельного решения сильным обучающимся или для решения в группах - обучающимся со слабыми математическими способностями. При этом стоит предложить для самостоятельного решения первое задание, очень похожее на только что решенное. А второе уравнение целесообразно немного усложнить. Этого можно добиться, например, изменив переменную, отвечающую за параметр, или изменить функцию в левой части уравнения, либо и то, и другое одновременно.
 Необходимо контролировать процесс и полноту анализа решения обучающимися второй группы. Но учителю не обязательно это делать самому. Для этого можно привлечь тех детей, которые разобрались в данном вопросе и правильно решили уравнения, предложенные для самостоятельной работы. Как показывает практика, обучающиеся с хорошими математическими способностями с удовольствием откликаются на подобные просьбы учителя. 

Задания для самостоятельного решения:
1. 

Определите при каком значении , уравнение  будет иметь ровно 1 решение?

Ответ:  [image: ]
2. 

При каком значении параметра  уравнение  будет иметь решение?

Ответ:  [image: ]
3. 



Найдите значение  при котором уравнение  имеет ровно два решения?   

Ответ:  [image: ]
4. 

При каком значении уравнение  имеет ровно 2 решения?

Ответ:  [image: ]

Этап применения теоретических знаний

На данном этапе целесообразно предложить обучающимся для решения линейные уравнения, не приведенные к виду . То есть девятиклассники должны прийти к пониманию того, что графический метод решения может быть применен не сразу, а после некоторых алгебраических преобразований. Но проводя эти преобразования, они должны четко понимать, к какому виду уравнения нужно прийти.


Пример 4: При каком значении  уравнение  не имеет решений?


Решение:  Для того, чтобы решить данное уравнение графическим способом, мы должны с помощью алгебраических преобразований выразить  через переменную .








[image: ]Зададим обе части уравнения аналитически:  и . Построив график функции , по чертежу определяем, что если прямая  совпадет с асимптотой  , то она не будет иметь точек пересечения с графиком функции , а, следовательно, уравнение не будет иметь корней.

Ответ: .








Ориентируясь на достаточно хороший уровень математической подготовки обучающихся, можно, для сравнения, показать решение данного уравнения алгебраическим способом. А именно, что от выбора способа решения зависит то, к какому виду нужно привести уравнение. То есть, если выбрали графический способ решения, то к виду - , а если алгебраический, то к виду - . В отличие от графического метода алгебраический способ решения помогает получить формулу единственного корня уравнения: . Если  то мы получим равенство , которое будет верно при любом значении , а значит уравнение будет иметь бесконечное множество решений. Если, то уравнение не имеет решений.
Но, если уровень математической подготовки девятиклассников недостаточно высокий, то данную информацию рекомендуем давать после достаточной «отработки» графического метода.


После того как обучающиеся достаточно хорошо усвоили графический метод решения уравнений с построением графиков в системе , будет целесообразно познакомить их с возможностью построения графиков в системе .


Пример 5: Решите уравнение при всех значениях : .





[image: ]Решение: График данного уравнения в системе координат состоит из отдельных прямолинейных звеньев, ограниченных точками: ,  , , .
Ссылаясь на график, получим:


а)  при  и при  решений нет;


б) при ;




в) при  уравнение принимает вид: , значит  , при этом ;


г) при  ;




д) при  уравнение имеет вид: , значит , при этом ;


е) при  .




Данный пример показывает, что если привести заданное уравнение к виду: , то график функции  , будет «удобнее» строить в координатной системе .
Домашнее задание
1. 

При каких значениях параметра  уравнение не имеет корней? 

Ответ:  [image: ]
2. 

Найдите значение , при котором уравнение имеет единственное решение: 

Ответ: [image: ]

Этап обобщения и систематизации знаний.
Подытоживая данное занятие рекомендуем провести устный опрос обучающихся. Ответы, обучающиеся могут предварительно обсуждать в группах. Следует еще раз акцентировать внимание на ключевых моментах пройденной темы. А именно: понятие «параметр»? Что значит решить уравнение с параметром? Можно ли использовать графический метод для решения линейных уравнений с параметром? В какой системе можно строить графики задаваемых функций?
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